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PREFACIO 





El contenido del presente libro es la exposición exhaus- 
tiva de la teoría de los sistemas de ecuaciones lineales 
«ue se apoya solamente en las transformaciones elemen- 
tales de las matrices. Añadamos sólo que formalmente en 
ésta no se utiliza el método de la inducción matemática 
completa, Sin embargo, en algunos casos éste se sobre- 
entiende en la palabra «etcétera». El lector, que conoce 
este método, sin dificultad alguna conducirá la exposición 
hasta el nivel actual de rigurosidad. El objetivo funda- 
mental de los ejercicios que se ofrecen es prestar al lector 
la posibilidad de comprobar el grado de aprendizaje 
del material que él estudia. Para el conocimiento más 
profundo de la asignatura sirve cualquier curso del álgebra 
lineal, Se sobreentiende que al autor le pareco mejor su 
manual de estudio «Elementos del álgebra» (Moscú. Edi- 
torial «Naúka», 1980), pero, esto es, naturalmente, una 
opinión subjetiva. 

La idea sobre la que se basa el Jibro propuesto se 
empleó durante la enseñanza en la sección de la lingilística 
estructural de la facultad filológica do la Universidad 
Estatal de Moscú M. V. Lomonósov. 


El autor 





$1. 
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 
Y SUS SOLUCIONES 





Llámase ecuación lineal de n incógnitas la ecuación 
de la forma 


ML, d+ Ay +... E Apta =0, (1.4) 


donde a,, %z, « .-, Gp, b son los números reales dados. 
Por ejemplo, 


2a, + 2 =3, (1.2) 
a +im—.x=0 (1.3) 

y 
Ly la + gd n= 40 (1.4) 
son las ecuaciones de dos, tres y cnatro incógnitas, res- 
pectivamente. Los números aj, Gg, +... Oh se llaman 


coeficientes de la ecuación (1.1), mientras que el número d, 
su término independiente. ¿Qué es la solución do la ecua- 
ción lineal? Para responder «a esta pregunta introduzca- 
mos en el examinado una fila de longitud n *) 


Litto 00 ea do (1.5) 


donde %;, - - -., %, Son números reales. Subrayemos que 
la noción de fila es indeterminada. Es lógico, que se 
puede rocir que la fila es una sucesión compuesta «lo n 
números reales. Pero, en este caso es conveniente pre- 
guntar: ¿qué es ima sucesión? La fila (1.5) se denomina 
solución de la ecuación (1.1), si 
0% + 0qU + +. E py = b. 

Así, como solución de la ecuación (1.2) sirven Jas filas 
(1, 1), (0. 3), (2. —1). Pueden ser indicadas, también, 
otras soluciones. Entre las soluciones de la ecuación 
(1.3) llamemos las filas (1, 1, 2), (1, 0, 1), (0, 0, 0) y 
entre las soluciones de la ccuación (1.4), las filas (10, 10, 
10, 10), (40, 0, 0, 0), (70, —10, —10, —10). Para la 
ecuación 


Ox, +07 +... + Ut. =00 


*) Gon mugha frecuencia en lugar de afila» se dice «vector; 
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como solución sirve cualquier fila de longitud n, mientras 
que la ecuación 


Ox 4 0x4 +... +02 =1 


en general no tiene solución. Por lo tanto, la ecuación 
lineal puede poseer gran cantidad de soluciones, Solu- 
cionar Lal ecuación significa describir de cualquier pro- 
cedimiento este conjunto de soluciones. Para la ecuación 
(1.2) puede ser propuesta la siguiento descripción: como 
soluciones de la ecuación (1.2) sirve todo género de filas 
tipo (u, 3 — 2a), donde a es un número real arbitrario. 
El conjunto de soluciones de Ja ecuación (1.3) consta de 
todas las filas Lipo (a, B, a + $), donde a y f son números 
roales arbitrarios. Como soluciones de la ecuación (1.1) 
para a, 0 sirven las filas 

( L— Ag: «— Gn 


T ¡js 0.0 04) 


donde «a, . .., (4 Son números reales arbitrarios. Semo- 
jante descripción puede ser obtenida también en el caso 
cuando so distingue de cero cualquier otro coeficiente de 
esta ecuación. Por lo contrario, si todos los cocficientes 
son iguales a cero, entonces para b=Ú0 como solución 
sirvo cualquier fila de longitud nr y para b>£0 no hay 
soluciones. 

En calidad de probloma que se soluciona con ayuda 
de la ecuación (1,4) examinemos el siguiente. En la pisci- 
na de 40 m? están tendidos 4 tubos. ¿Qué canlidad de 
agua debe trasegar por cada ino de éstos, para llenar la 
piscina? Las soluciones de la ecuación (1,4) aducidas 
antes pueden ser interpretadas así: la primera —por 
cada tubo se debe echar 10 m*, la sogunda— echar por el 
primer tubo 40 m'* y uo usar los demás tubos, ta Lercera— 
echar por el primer tubo 70 m* y por cada uno de los 
demás tubos vaciar 10 m?. No es difícil de entender que 
por cualesquiera tres tubos se puede echar o vaciar una 
cantidad arbitraria de agua. Sín embargo, sí esto está 
hecho, la cantidad de agua yaciada o echada por el cuarto 
tubo, se detormina unívocamente, 

Compliquemos el problema recién examinado de la 
piscina, requiriendo que la cantidad de agua suministrada 
por el tercer tubo coincida cun la cantidad de agua sumi- 
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nistrada por todos los demás tubos lomados conjuntamento, 
Entonces los volúmenes de agua que se Lrasiega por cada 
uno de los tubos debon a la par con la ecuación (1.4) 
satisfacer la ecuación 


Lp E dy — y 





En esto caso se «dico que la fila buscada debo salisfacor el 
sistema de dos ecuaciones lineales: 


2 + 2 + %g + 24 = 40, 
Li da + a Hz =0. 


Al sustraer de la primera ecuación la segunda, obtenemos 
2x, = 40, de donde x, = 20. Por consiguiente, en cual- 
quier caso por el tercer tubo deben ser echados 20 m? 
de agua. Pero, el funcionamiento de los tubos restantes 
se detormina mediante la ecuación 


a +2 +2 =2, 


de la cual se ve que el régimen de funcionamiento de cua- 
lesquiera dos tubos rostantes puede ser prefijado arbitra- 
riamente. Pero, si ésle está prefijado, el volumen de 
agua que pasa por el último tubo se delermina unívoca- 
mente. 

En ol caso general tropezamos con el sistema m de 
ecuaciones de n incógnitas: 


(1-6) 


Qyyly E yaa inn =D, 


E 


Citi E Amo a de + e E nin = Dio 


La lila (e + + +3 On) se lama solución de esle sistema, si 
ella es la solución de cada una de las ecuaciones que 
entran en ésta. En particular, al conjunto de soluciones 
del sistema (1.6) portenecen las filas (5, 5, 20, 10), 
(15, 10, 20, 25) y olras. 


Prestemos atención al sistema de designaciones adoptado en 
la anotación del sistema (1.7). Por ejemplo, los índices del cuefi- 
ciente 2,2 indican que hemos de tratar con ol segundo cocficiente 
de la primera ervación Por esta razón se debe decir «4 uno dos» y nu 
«a dore», 


201508 


POS do 

Ya en el ejemplo del sistema (1.6) fue visto que las 
incógnitas ostán lejos do ser equivalentes. El valor de 
unas puede doterminarse mediante el sistema de ecuacio- 
nes lineales, las otras pueden prefijarse arbilrariamente, 
las lerceras se determinan unívocamente, cuando la 
selección de los valores de las incógnitas prefijadas de 
modo arbitrarío ya eslá realizada. El objetivo del pre- 
sente libro es enseñar al lector cómo se realiza el análisis 
correspondiente. 

Dos sislemas de ocuaciones lineales so denominan 
equivalentes, si cualquier solución del primer sistema es 
la solución del sogundo y vicoversa. Está claro, que en 
Ingar del sistema dado puede sor resuelto cualquier siste- 
ma equivalente a éste, 

Por ejemplo, el sistema (1.6) es equivalente al sistema 


a 





Ey Le dig > lp E a, 
Ox, + Om + y + Oza 





En efecto, si 1 = (0%, “y, %s 2%) es la solución del 
sistema (1.6), esta fila sirve como solución de la primera 
ecuación de este sistema y, vale decir, también, de la 
primera ecuación «lel sistema (1.8). Además, como ya se 
había señalado antes, debe ser 2, = 20 y, por consiguien- 
te, la fila 77 es tambión la solución de la segunda ecuación 
del sistema (1.8). Por lo lanto, cualquier solución del 
sistema (1.6) sirve como solución del sistema (1.8). Al 
contrario, admitamos que v = (Bj, Pa, Pas Pa) es la solu- 
ción del sistema (1.8). Como antes, enseguida vemos que 1 
os la solución de la primera ecuación del sistema (1.6). 
Además, PB, =20 y Pf, + Pa +20 +P, = 40. De aquí 
Bi + Po + Ba =20 y, por consigniente, PB, + Pa — By + 
+ Ps = B+ Pe— 20 +B,=40— 20 =20, En con- 
secuencia, y sirve como solución de la segunda ecuación 
dol sistema (1.6) y, vale decir, también, solución de todo 
este sistema, 

Teorema 1.1. Si al sistema de ecuaciones lineales de n 
incógnitas se agrega la ecuación 


02, + Usa... + 0%, =0, 


entonces surge un sistema equivalente al inicial, 
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Demostración mn yista de que cada ecuación del 
sistema viejo es la ecuación del nuevo, cada solación del 
nuevo sistema sirve como solución del viejo. No obstante, 
si la fila ñ es la solución del sistema viejo, ésta os, sin 
duda, la solución de Lodas las ecuaciones del nuevo sistema 
salvo, puede ser, de la agregada. Pero, € sirve como soln- 
ción también de esta ecuación, puesto que, como ya se 
había señalado, en calidad de su solución sirve cualquier 
fila do longitud n, Así, pues, cualquier solución dol sistema 
viejo es la solución del muevo, con lo que se concluye la 
«demostración. 





EJERCICIOS 


1. Componer sistemas de ecuaciones lineales para solucionar 
los siguientes problemas: 

a) ¿Cuáles son los lados de un cuadrilátero, si la suma de las 
longitudes de éstos es igual a 40 m, mientras que la suma de las 
longitnies de los tres primeros lados es 20 m mayor que la longitud 
del “evarto lad 

b) ¿Con qué procedimientos se puede pagar 2 rublos con 20 mo- 
nedas de 5, 10, 15 y 20 kopeks de valor de cada una? 

c) ¿Cuáles pueden ser los cuatro números, la stma de enales- 
quiora tres de éstos es igual a 1% 

«d) ¿Cuáles pueden ser los cualro números, la suma de enales- 
quiera dos de éstos vs igual a 1? 

e) ln una obra de construcción hay cuatro hormigoneras de 
rendimiento cada una de 20, 12, 15 y 10 toneladas de hormigón por 
hora, Se requiere diariamento durante tres días prodnoir 120 Loncla- 
das observando las siguientes condiciones; 1) la hormigonera de 
menor rendimiento trabaja diariamente, mientras que cada una de 
las restantes, dos díns; 2) simultáneamente están trabajando tros 
horinigoneras; 3) el número de horas de trabajo de cada 10 rmigano 
ra es el mismo para todos los días de trabajo ¿Cuántas horas debe 
trabajar cada una de las hormigoneras! 

[) ¿Cuál puode ser la sucesión de n múmeros. si la suran de dos 
términos vecinos de esta sucesión equivale ¡cero y Lo mismo es justo 
para los términos primero y último? 

+ St al sistema (1.7) añadir la ecnación 


(lia 1) 24 + (jo 4 dao) 
+4 (05m E dam) En = Br AE bas 


se obtendrá un sistema equivalente al inicial Demostrarlo. 
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$2 
MATRICES Y SUS TRANSFORMACIONES 
ELEMENTALES 





El aparato que permite resolver el problema plan- 
tendo en el párrafo precedente son las matrices que surgen, 
como veremos, de las filas de longitud n. Cabe recordar, 
que la noción de la fila de longitud nde números ronles 
es indelerminada. Si está dada la fila 1. = (4, . ++ 4n) 
entoncos los números a, se llaman sus coordenadas 0 com- 
ponentes. Las filas (41, + + <y %m) Y (Vys - + ++ Dn) se conside- 
ran iguales, si m= n y 4, = b, para todos los ¿. La tila 
que consta sólo de ceros se llama nula y se designa por 0, 
Llámase líder de la fila su primera coordenada no nula. 
Por ejemplo, los lídores de las filas (0, 4, 0, 0, 0), 
(1,0, 1) y (0,0,0, 0, 1) so disponen en los lagares segundo, 
primero y quinto, repectivamente. Se comprende, que la 
fila mula no tiene lídor. So puede adicionar dos filas de 
la misma longitud. La suma de dos filas se determina por 
medio de la siguiente regla: 


(aj 00 09) E Oj 0 Da) (y + Dio 0 + ++ no AE Dn) 


Sulrayemos que el símbolo -+- en los miembros primero 
y segundo «de esta igualdad tiene ddistinio sentido. Eo el 
primero éste designa la suma de las filas y en el segundo, 
la sima de los números reales. Por ejemplo, 


(1,23, —D)+(241,0,1)>=(8 3,3, 0). 


Si Z es una fila arbitraria do longitud a y 0, la fila nula 
de longibul 7, entonces, como es fácil de ealenlar, 





Teorema 2,1. SI 2, h y e son filas arbitrarias de longitud 
A. entonces 


a+d=b +4 


pra Li=2a+ 04. 
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Demostración. Sea que 


T= (0, +1 dp) 


y 
b= (Br ..-. Bn). 
Entonces 
E) 
y 


Dra=(p+ 0... Bar a). 


Puesto que para adicionar los uúmeros reales la ley 
conmutativa es justa, entonces 


4 = Bd a + Pa = Bao 2 
uo Gn E Pp = Pa 


Así, pues, las filas a + b y b + a tienen la misma longi- 
tud y para cada ¿ la misma ¿-ósima coordenada. Según 
la defiaición de la igualdad de las filas a + b=b+a, 
es lo que se dobía demostrar. 

Para la demostración de la segunda igualdad ponga- 
mos E (Yo - » EN y observemos, que como ¿ 
coordenadas de las filas, que se encuontran en los miem- 
bros primero y segundo de nuestra igualdad, sirven los 
números (0 + Bj) + y y 0 + (Pi ya). Tomando cn 
consideración la justeza de la loy asocinliva para los 
números reales, como anteriormente, llegamos a la 
igualdad necosaria. 





Advirtamos, que no todas Jas operaciones que se encuentran 
en las matemáticas s0n conmutalivas Pxaminemos, por ejemplo, 
el conjunto de palabras anotadas con ayuda de las lelras del alfa- 
beto latino. Con ello, por palubra eomprenderemos cualquier suce 
sión de estas letras: por ejemplo, las palubras pr, mamá y 
naotim, Delerminemos la operación de adición mediante la siguien- 
Le regla: 








E E 
(aquí tanto +, como también y, no son diversas letras, obligatoria- 
mente), Está claro que, por ejemplo, m + (amá) = mamá + 
+ amúm = (amá) + m Por consiguiente, existen tales palabras 
“y e, que n + vé v-- u Sin embargo, se puede demostrar que 
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la igualdad (u +0) 4 w0=u4-+ (940) es justa para cuales- 
quiera palabras x, » y «o (¡mtenten!), Otro ejemplo de la operación 
No conmutativa es la de clevación a potencia en el conjunto de 
súmueros reales, puesto que 22% 32 





Gracias al teorema 2.1, adicionando las filas podemos 
actuar así mismo, como hemos acostumbrado a hacerlo 
durante la adición de los números, es decir, no prestar 
atención al orden de los sumandos, y al haber varios 
sumándos poner el paréntesis de modo arbitrario, Subra- 
yemos que Lanto para los números, como para las filas la 
inscripción - e 

A A 


hablando en rigor, no tiene sentido, ya que podemos cal- 
cular solamonto la suma de dos números o filas. Poro, 
calenlando Ja suma «larga», pondremos, do modo imagi- 
nario de una u otra magera, el paréntesis. Más detalla- 
damente véase el manual de estudio «Elementos del 
álgebra», pág. 30. 

Además de la adición necesitaremos multiplicar la 
lila por el número real A. Esta operación se determina 
mediante la siguiente regla: 


hp... Gn) = (My, . 1, An). 


Tevrema 2.2. Sia y b son Jilas de longitud n, mientras 


que )h es un número real, entonces 
Mad) =%4 +2, 
Ao wa=— a, 


(y) a =2 (na) 


la =4. 


Demostración. Por ejemplo, para domostrar la igual» 


dad A (ab) = ha +|- Ab, observemos, que ¿-ésimas coor- 
denadas de las filas, que se encuentran en los miembros 
primero y segundo de esta igualdad son A (a; ¡ bi) y 
ha; — db, respectivamente, y su coincidencia se (les- 
prende de la ¡usteza de la ley distributiva para los núme- 
ros reales. 
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La justoza de las igwaldades restantes se establece 
mediante razonamientos análogos, los enales, espero, que 
el lector podrá realizar independientemente 

La tabla que representa de por sí varias filas de longi- 
tud a anoladas una debajo do la otra se denomina matriz. 
La matriz 








Bi Us ... Bin 
la Ga .-. Un 


Gms Uma +++ Oman 


contiene m filas y n columnas. Diremos Lambién que ésta 
tiene dimensión m X n. Por ejemplo, las tablas 


12% 4 2 124 
24 04l,[ 24 2l y 
12 0.0 —=1 00 
CO A) 
12345 
ave 











son las matrices (le dimensiones 3 X 4,4 Xx 3 y 2X 5, 
respectivamente, La fila de longitud n es la matriz de 
dimensión 1 X n, mieñteas que la columna de longitud 
m puede ser examinada como mabriz de dimeusión m X 4. 
La matriz de dimensión n X n lámaso matriz cuadrada de 
orden n. La matriz O que consta de las filas nulas se 
llama nula, mientras que la matriz 


O sois 
E=|0 1... 0 


00 ur 1 


unitaria, Subrayemos, que para cada número n existe 
su matriz unitaria de orden » y para cada dimensión 
m Xon, su matriz nula. Dos mabrices se consideran 
iguales, si éstas tienen dimensiones idénticas y sus ele- 
mentos situados on sus lugares correspondientes cojn- 
ciden. 

A continuación los elementos de la matriz designada 
mediante cierta letra mayúscula (por ejemplo, 4) deno- 
minaremos, como regla, sin aclaraciones especiales, con la 
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correspondiente letra minúscula con índices (en nuestro 
caso aj), que dosignan el número de la fila y de la co- 
lumna, respectivamente. 

Por transformación de la matriz se entiende el paso 
de una matriz a la otra, realizado según las reglas deter- 
minadas. Exuminaremos las siguientes transformaciones: 

IL. Las dos filas de la matriz cambian sus lugares. 

IL. A cualquier fila de la matriz se adiciona su otra 
fila multiplicada por cierto número, 

Estas transformaciones se denominan transformaciones 
elementales de las filas de primero y segundo tipo, respecliva- 
mente. De manera análoga so determinan las transforma- 
ciones elementales de las columnas. 





A veces, cesulta muy útil también la trausformación del tercer 
tipo: 
TIT, La multiplicación de cierta fila por um número que se 
distingue de cero. 


Por ejemplo, de la matriz 


12-10 
2 4 0411, 
12 0.0 


adicionando u la tercera fila la primera multiplicada 
por 2, pasemos a Ja matriz 


12 -1 0 
24 0 41 
36 -2 0 


y después de adicionar a la segunda fila de esta matriz la 
primera multiplicada por —2, llegamos a la matriz 








á, 2 —10 
0 —3 2 41. 
3 6 -2 0 


Teorema 2,3. Si en la matriz A el elemento a; difiere 
dede i=* j, entonces en la matriz B obtenida de A mediante 
la adición a la j-ésima fila de la iésima fila multiplicada 
por— E , el elemento b;, es igual a 0, 

4 


Ah 
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Demostración. De las definiciones de adición de las 
filas y multiplicación por el número obtengamos (Ino 
nos interesan las coordenadas no inscritas de las filas a 
examinar!) 


vBinr «o O30) = (41 +++ Quo ++ 1 Ojn dE 


> 
A TS 
ho 


Hon, —L ano codo 2...) + 


A O El 
En virtud de la definición de la igualdad de Jas filas 
de aquí se desprende que by; = 0. 

Teorema 2.4. Si de la matriz A a la matriz B se puede 
pasar mediante un número finito de transformaciones ele= 
mentales de las filas, entonces de B a A también se puede 
pasar mediante el número finito de transformaciones ele- 
mentales de las filas. 

Demostración. Previamente será establecido 

Lema. Si de la matriz A «a la matriz B se puede pasar 
con ayuda de una transformación elemental, entonces de B 
a A también se puede pasar con ayuda de una transforma- 
ción elemental. 

En efecto, la justeza del lema es ovidente, si para 
pasar de A a B fuo ulilizada una transformación elemen- 
tal del primer tipo. Supongamos, que de A a B habíamos 
pasado, empleando una sola transformación elemental 
de segundo tipo, es decir, (i-ósima fila en B) = (i-ésima 
fila en A) +4 (¡-ésima fila en A), mientras que cada 
una de las filas restantes do la matriz B coincide con la 
fila correspondiente de la matriz A. Por lo tanto, bn = 
= Gin + Maja para cada número k. Si ahora a la ¿-ósima 
fila de la matriz B adicionar su j-ésima fila multiplicada 
por (—»), en la matriz obtenida después de esto en el 
lugar (í, k) resultará el elemento 

Din + (—9) Dyn = (01 + Mya) + (Man) = Ano 
En vista de que los elementos de la matriz obtenida, 
situados en las filas distintas de la ¿-ésima, coinciden con 
los elementos correspondientes de la matriz A, toda ésta 
coincide con A y el lema queda demostrado. 

Retornando a la demostración del teorema suponga- 
mos que el paso de Á a B se ha realizado con empleo de £ 


301588 
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transtormaciones elementales, donde £ > 1. Designemos 
por Cy, Cy. «y Co las matrices que surgon consecutiva- 
mente con estas Lranslormaciones, Así, pues, con ayuda 
de una transformación elemental se puede pasar de A 
aC, de Cy a Cjjy para 1 =1,2,..., t—2 yde Ci 
a B. Pero, entonces de acuerdo con el lema se puede con 
ayuda de una transformación elemental pasar do B a 
Ciyy do Cy, a Cop) ete. Al fin y al cabo pasemos a la 
matriz C, y de ósta a A, lo que concluye Ja demostración 
dol teorema. 

Llamemos la matriz escalonada, si ésta posee las 
siguientes propiedades. 

(1) Si la iésima fila es nula, entonces la (¿ + 1)-ósima 
fila también es nula. 

(2) Si los líderes de las filas t-ósima y (+ 4)-ésima 
se disponon en las columnas con los NÚMErOS ki y Ki4ps 
respectivamente, entonces 

ky < Kiero 


Evidontemente estas propiedades significan que por 
debajo de la fila nula pueden disponerse solamente las 
filas mulas, mientras que todos los elementos colocados a 
la izquierda y hacia abajo del lídor de cualquier fila son 
los ceros. No os difícil de explicar el origen de la denomi- 
nación examinando, por ejemplo, la matriz escalonada 





0/12034 
0 “0 0[2 0.0 
0 0.0 0/1 2[, 
0. 000.00 
000000 


dondo ki, =2, k, =4 y ky= 5. 

Teorema 2.5. Si A es una malriz escalonada de dimen- 
sión m X n, mientras que B está oblenida de A, agregando 
a ésta por debajo cierta cantidad de filas nulas de longitud n, 
entonces B es la matriz escalonada. 

Demostración. Supongamos que la r-ésima fila de la 
matriz B es mula. Si esta fila es una de las agregadas, 
entonces todas las filas colocadas por debajo de ésta son 
nulas según la condición. Sin embargo, si esta r-ésima 
fila pertenece a la matriz A, entonces de acuerdo con la 
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definición de la malriz oscalonada las lilas de la matriz A 
dispuestas por debajo de la r-Gsima resultan nulas, Por 
debajo de éstas se colocan las filas agregadas, las cuales 
son nulas según ol planteamiento. Por consiguiente, la 
matriz B satisface el primer requerimiento que entra en 
la definición de la matriz escalonada. Puesto que todas 
las filas no nulas de la matriz B son las filas de la matriz A 
y se disponen en aquel mismo orden, sus líderes satisfacen 
la segunda condición de la definición de la matriz esca- 
lonada. Por lo tanto, la matriz B os escalonada. 

El papel decisivo para construir la teoría que nos 08 
necesaria lo juega ol siguiente hecho. 

Teorema 2.6. Cualquier matriz mediante un número 
finito de transformaciones elementales de las filas puede ser 
convertida en una matriz escalonada. 

Demostración, Sea A la matriz arbitraria y m, el 
número de sus filas. Si A = 0, ésta es escalonada. Si 
la matriz A no es nula, en ésta hay, por lo menos, un 
elemento no nulo. El elemento no nulo so dispone en 
cualquier fila, Vale decir también que en nuestra matriz 
hay filas no nulas. Seleccionamos aquélla de éstas, en la 
cual el líder se dispono en la columna con el menor núme- 
ro, digamos, con el número k,. Al aplicar la transforma- 
ción del primer tipo, traslademos esta fila en el primer 
lugar. En este caso la matriz lomará el aspecto 


O cu. WU Dim... 
A A 


O TA | 


con la particularidad de que ,,, 340. Ahora apliquemos, 
las transformaciones del segundo lipo: a la segunda fila 


b: 
adicionemos la primera multiplicada por — E, a la 
1 
A : eE Bon 
tercera fila, la primera multiplicada por —, ete. 
UN 


Según el teorema 2.4 después de aplicar m — 1 de tales 
transformaciones elementales obtenemos tal malriz que 
en su l,-ésima columna todos los elementos, salvo el 


PJ 





primero, equivalen a cero: 


0... 0 Di 
0 0.0 
0 0.0 


La matriz de una fila 
IO o... 0 bit em.) 


es escalonada, ya que las condicionos incluidas en la 
definición de la matriz escalonada se cumplen para ésta 
de modo trivial: no hay filas nulas y tampoco hay filas 
con el líder colocado en la k,+,-ésima columna. En vigor 
del teorema 2.5 la matriz B resulta escalonada y en el 
caso cuando todas sus filas, comenzando de la segunda, son 
nulas, Si esto no es así, entonces, al igual que antes, 
hallemos enbre éstas la fila, cuyo líder se encuentra en 
la columna con el menor número, por ejemplo, con el 
número ky. Dado que a la izquierda y por debajo del ele- 
mento ),;, se encuentran solamente ceros, entonces k, < 
< kz. Coloquomos la fila encontrada en el segundo lugar 
y de nuevo, empleando el teorema 2.4, lleguemos a la 
matriz 





0 O Pim Dira «+ in Di 
O DO 0 O Cota 

C=Il0 0.0 0 or 0 , 
lo 0.06 e 0.0 


donde cas, 70 (está claro, que puede suceder que Ay = 
=hk, +4 y no habrán elementos Dix,+1p +. +» Dsny-1)» 
Desde luego, las primoras dos filas de la matriz C forman 
una matriz escalonada. Si m =2 0 bien todas las filas 
do Ja matriz C, a partir de la tercera son nulas, entonces, 
como antes, concluimos que € es una matriz escalonada. 
Si por lo contrario entre estas filas hay filas no nulas, 
entonces los mismos razonamientos, como antes, permi- 
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ten venir a Ja matriz 


0D... 0D17, Dinar «++ Dinos Dino Damage +++ Vina Dino 0. 
O Coma Cong4l 0.» C2hy=t Olmo +. 
0D 0 0 ... 0 dire. 


0. 0 0 





oc. ooo 





donde dyn, +0. Otra vez observamos que la matriz 
dispuesta on las primeras tres filas, os escalonada, y 
bien nos cercioramos del carácter escalonado do toda la 
matriz, o bien tenemos la posibilidad de conseguir que 
en las primeras cuatro fílas se disponga la matriz escalo- 
nada. Es evidente que a lo más después de »m pasos resul- 
tará escalonada la matriz que contiene todas las m filas. 

La demostración expuesta dol teorema 2.6 os efectiva 
en el sentido de que en ella se contiene el método práctico 
de reducción de Ja matriz dada a la forma escalonada. Por 
ejemplo, Lal reducción de la matriz 


14 112 
1.41 2.04 
11 024 
1141-1434 


se realiza del modo siguiente: 





dl 1 14 
0.0 1 10 s nda, Lercera 
0.0 —t 1.0 y cuarta so Susbrao la primera), 
0.0 —2 20 

1 


4 
4 
0 la la tercera fila se añade la se- 
0.0 gunda, mientras que a la cuarta, 
la segunda multiplicada por 2). 
0 


o220- 
o2-- 





Para Ja matriz 


obtenemos 


01 1 0.0 
041 2 40 (se sustiluyen por sus lugares 
> la primera y la tercera filas), 

0 —1 ia 

1 1 0.0 


0 

0 

0.0 Gi 0 (de la segunda fila se sustrae 
E | la primera), 

0 

0 


14 0.0 
1 <= (a la torcura fila se añade la 
Ds 0.0 0 segunda), 
mien bras que para la mabriz 
44613 
1 *= 00 
1.49 44 
tendremos 
l 1 4 y“ 


012.3 (de las filas segunda y tercera sus- 
traemos la primera) 


0.3841 

Y 

1113 

0123106 la tercera fila se añade lu segnnla 
Ñ multiplicada por (—3)). 

0.022 


ETERCICIOS 


£. Sea que los lideres de Jas filas a, b y a 4 6 se encuentran en 
con log números h, 1 ym, rospi amente, con la 
1 Demostrar que k <Z m, Ofrecer los 
las e dde k< ma Demostrar que esto 
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2. Sea que a = (1, 2, —3,0, 1) y b= (1, —1, 0, 2, 3), Hallar 
la filaZe, para la cual a +3 =", As 

3. Demostrar que la ecuación q + x= Ú es resoluble para 
cualquier fila a. 

4. Demostrar que 0 =3=30 y (114420 para cnal- 
quier fila a y para cualquier número real. 

5. Supongamos que a = (5, —8, —4, 2), b= (2, —1, 4, —3) 
ye = (3,2, —5, 4). Hallar las filas z 0 y que satislacen las ecui- 
ciones 

a+ 20437 + 47 =0 


y 

3M—P+r2G+Y=5 (+0. 
_ 6. So dice que la fila a es la combinación lineal de las £ilas 
A E A o LO ciertos números 
as +00 A 


a) Mallar la combinación lineal_3% + 5% —¿, donde ¿= 
= (411,8, 2), 5= (1,2, —3, 2) y 7= (16, 9, 4, —3) 

b) Si la fila es la combinación lineal de las filas By, Da, > ., Das 
mientras que cada una de estas filas, la combinación lineal de las 
filas 21, Za - + «y “py entonces la fila: es la combinación lineal de 
las filas %jy 2g, - . + Gr Demostrar, 

7. Reducir a la forma escalonada: 





apt 1 41 1 40 | »1 1 1 t 20 | A 
14 4 —4 %| % la 10 15 2) Ed * 
4 14400 dd) p11.0.04 
0 44 4 a e 
10414" 1104. 
A E! 41 a af? 
041 04d 1 
04144 


o) E 32 10 40 12 








DJ4 1404... 0600 











Dd140 9.0». 
4044 0.0... 
EA E 
17 o DEl 
106000 qe A 


(la matriz de dimensión » X n), 
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8. Demostrar que la sustitución por sus lugares de las filas 

i-ésima y j-ésima puede ser realizada con ayuda de la siguiente 
sucesión de transformaciones elementales: 1) adi la fila ¿- 
de la fila ¡-ósirua multiplicada por (1); 2) adición a la fila ¡- 
ésima de la fila ¿-ósima; 3) adición a la fila i-ésima de la fila j- 
ósima Mesltiglicada por (—1); 4) multiplicación de la fila i-ésima 
por (4) 
] 9, Demostrar que mediante las transformaciones elementales 
delas filas y columnas cualquier matriz puede ser reducida a la forma 
diagonal (la matriz D se denomina diagonal, si d,¿ = O para ¿se p. 
Aducir el ejemplo que muestra que existen las miatricos, las cuales 
es imposiblo roducír a la forma diagonal mediante las transforma» 
ciones elementales de las filas. 

10. Demostrar la analogía del teorema 2.4 para las Lransfor= 
.maciones elementales del tipo 111 y la analogía de los teoremas 2,4 
y 2.6, para las transformaciones elementales de las columnas. 

11. Demostrar que, realizando con la matriz no nula 







a=| 








a 0 
0b 
las transformaciones eleraentules del tipo 11 con las filas y columnas, 
la matriz A puede ser reducida a la forma 


1 0 | 
lo sal 
12. Supongamos que la matriz B fue obtenida de la matriz A 
con ayuda de un número finito de transformaciones elementales 
de las filas de los tipos 1, II y 111. Demostrar que cada una de las 
filas de' la matriz B es la combinación linen! de las filas de la matriz 
A. Indicación: utilizar el ejercicio 6, b). 
13. de N, Miróuov), Sean B y € las matrices escalonadas obte- 
nidas de la matriz 4 mediante un número finito de transformaciones 
elementales de las filas de los tipos 1, 11 y TIL. Demostrar que los 


lídores de las filas do lag matrices B y C se encuentran en las mis- 
mas columnas, [rdicación; aplicar el ejercicio 12. 











MÉTODO DE SOLUCIÓN DB LOS SISTEMAS 
DE ECUACIONES LINEALES 





El sistomu de ecuaciones lineales 
Qyy%, E Oyola o E yn = bs, 
Qyl $ Aaa cho. dh Agata = De, 
Ares rasa caras. UN 
Cm + Omgla $ > + 4 Only = Diz 
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se delermina imiformcmente mediante la matriz 


Ay lg «++ Cp [dy 
doy ag + gn [O 
Qmi Cra ->> Gmplóm 


que se llama malriz ampliada del sistema, La matriz que 
se encuentra a la izquierda de la raya vertical se denomi- 
na matriz del sistema. Por ejemplo. como malbricos am- 
pliadas do los sistemas 


E + ta la + 





li + da + 29 
2 + +2 =4, (3.2) 
a lra— 243 =4; 
—t+rm=l 
La 2x9 — 24 =0, (3.3) 
Tao Ry =0 
y 
a + ox 
xi 2 + (3.4) 





y E 429 le Ya 
sieven las malricos 


111 to rn4 
ád 2 obs 00m —1 1 1 
44 o alal: 0 4 2 —AJ0 
144 4 34 0 4 1 0UJ0 
y 
1104[3 
1239181, 
114 9/44 
respectivamente. 


En adelante, hablando respecto de las filas del sistema 
de ecuaciones lincales, tendremos on cuenta las filas de 
la correspondiente malriz ampliada. 

Teorema 3.1. Si multiplicamos cierta fila del sistema 
de ecuaciones lineales por un número diferente de cero, 


401568 
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surge un sistema de ecuaciones lineales equivalente al 
inicial. 

Demostración. Supongamos que la ¿¡-ósima fila del 
sisterua (3.1) so multiplica por el número A diferonto de 
cero. La correspondiente ecuación toma el aspecto 
(ua:) 2, E (y) Za + > + + + (Min) En = Ms (3.5) 
Si (0%, » » -, %n) esla solución del sistema (3.1), entonces, 
sustiluyóndola en ol primer miembro de la ecuación 
), obtenemos 


(Mai) 0% + (d059) Ue + + ++ + (AQ1n) %n = 

=2 (0% + Gjg%a + + + + Qinn) = Abr 
Por consiguiente, la fila (%,, «+ ., %n) es la solución de 
Ja ecuación (3.5). Puesto que las demás ecuaciones del 
nuevo sistema son las mismas que del viejo, osta fila es 
la solución del nuevo sistema. Alora supongamos que la 
fila (6%, + +», %n) Sirve como solución del nuevo sistema. 
Entonces esta fila sirve como solución para todas las ecua- 
ciones del sistema (3.1), menos, puede ser, la ¿-ósima. Al 
sustituir esta solución en la ecuación (3,5) y sacando % 
lel paréntesis obtenemos 


% (Up 0y + Gig0a ++ «+ int) = Ab 
Dado que 4 70, de aquí se desprende 
01%, + Ag o 4 0% = Da, 
es decir, la fila (0%), ..., %,) resulta la solución de la 


i-ósima ecuación del sistema (3.1) y, vale decir también, 
solución del todo este sistema. 








Teorema 3.2, Si de la matriz A «a la matriz B se puede 
pasar mediante un número finito de transformaciones ele- 
mentales de las filas, entonces son equivalentes los co- 
rrespondientes sistemas de ecuaciones lineales. 

Demosbremos previamente el siguiente lema. 


Lema. Si de la matriz A a la matriz B se puede pasar 
mediante un número finilo de transformaciones elementales 
de las filas, cualquier solución del sistema, correspondiente 


a la matriz A, sirve como solución del sistema que rorres- 
ponde a la matriz B. 


2 





Para la demostración, inicialmente, supongamos que 


el paso de A a B está realizado con aynda de una Lrans- 
formación elemental. Si, con ello, se aplica la branslorma- 
ción elomental del primer tipo, es decir, están conmula- 
das de sus lugares las filas, entonces nuestras ecunciones 
solamente se cambian de sus lugares. Ciertamente, las 
viejas soluciones las satistarán, como antes. Con las 
transformaciones elementales del segundo lipo a la 
tésima fila añadimos la ¡-ésima fila multiplicada por %. 





Por consiguiente, la i-ósima fila de la matriz /% Liene 
aspecto 


(Ag E Maja + + +1 Cin E Man] bi + M3). 


Sea que (0%, Ma, + +.» %n) es la solución del sistema con 
la matriz A, os decir, la solución de cada una de sus 
ecuaciones. ¿Si será ésta la solución del sistema con lo 
matriz 2? La duda puede ser provocada solamente por la 
i-ósima ecuación de este sistema. Pero 
(0 + ay) + +++ (Qin + Mya) An = 
= (Uyy0 + ++ + E inn) + 
+ h (ad E... + Ajnten) = Us 








My. 


Por lo tanto, para el caso particular que se examina ol 
loma está demostrado. En el caso general Lenomos sucesión 


Ay Cp. Ej 8, donde se puede pasar do la matriz 
izquierda a la derecha ntilizando sólo una transformación 
elemental. Por esta razón, cualquier solución del sistema 





con la malriz ampliada A sirvo de solución dol sistema 
con la matriz ampliada C,. Pero, entonces, éste sirve de 


solución del sistema con Ja matriz ampliada Cz. Conti- 
nuando de tal manera nos cercioraremos de que esta 
solución es lambién la solución del sistema con la matriz 


ampliada B. 
Pasando a la demostración del teorema adverliremos 
que de acuerdo con el lema cada solución del sistema, 


que corresponde a la matriz A, sirve de solución del 





sistema, que corresponde a la matriz B. Por otro lado, 


er 
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en vigor del teorema 2.4, se puede pasar de la matriz B 


a la matriz A con ayuda de las transformaciones eJemen- 
talos. Por consiguiente, empleando el lema una vez más, 
veromos que cada solnción dol sistema con la matriz 
ampliada 8 sirve de solución del sistema con la matriz 
ampliada A. Así, pues, estos sistemas son equivalentes. 
Ahora está claro que para hallar la solnción de cual- 
quier sistema dle ecnaciones lineales es suficiente saber 
encontrar Jas soluciones del sislema escalonado, ya que 
cualquier mabriz puede ser reducida a la forma escalo- 
nada y una vez realizadas las transformaciones olementa- 
les se oblieno el sistema equivalente de transformaciones. 
Por ejemplo, al notar que en la conclusión del segundo 
párrafo a la forma escalonada fueron reducidas las mutri- 
cas ampliadas de los sistemas (3.2) . ... (3.4) concluimos 
que en Ingar de éstos se puede solucionar los sistemas 


aa ra =4 


tx. =0 


(las los últimas ecnaciones están rechazadas a base del 
teorema 1,1), 


Ly + %a =0, 
tg — e, =0, 
Oz, -- Ox, + Oz, + Ox, = 1 


2 -e+ 2=3, 
2 = 4 
2) 











respectivamente. 

Procedemos el análisis del sistema escalonado de ecua- 
ciones lineales, 

Supongamos dada la matriz escalonada que corres- 
ponde al sistema m de ecuaciones lineales con n incógni- 
tas. Son posibles dos siguientes caso: 

T. Existe una fila, cuyo líder se encnentra en la última 
columna. 

11. No existe Lal fila. 
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En el primer caso el sistema de ecuaciones correspon- 
diente contiene la ecuación del aspecto Ox, 4-. - .-- Úx, = 
= bh, donde h>3+0. Está claro que ningún juego de los 
valores de ., puede satisfacer esta ecuao! y más aún 
todas las ecuaciones del sistema. Vale decir también, que 
el sistema de ecuaciones no tiene soluciones. 

Para analizar el segundo caso Supongamos que la 
matriz escalonada a examinar contiene r filas no nulas y 
que los primeros elementos no nulos de estas filas se 
disponen en las columnas con los números kj. ..., ko 
Sogún la definición de la matriz escalonada 


1<k <hki<...<k <n 


Llamemos principales las incógnilas xp,+ + + + Cha Y bodas 
las demás (si las hay), libres. Además, reclucemos las 
ecuaciones que corresponden a las filas nulas, lo que, en 
vigor del teorema 1.1, llevará a un sistema equivalente 
al inicial. 

Supongamos, primeramente, que no hay incógnitas 
libres. Entonces 

















r=na ki =1l, k=2,.k=n2» 


y el sistema que se examina tiene el aspecto 


A TS 
Pa + + Manaslu E gn E = a, 


— Ds 








Uy 
Canta = Unas 
Anat boa 





Cran Ent 


con la particularidad de que 011. Goga + +. Unn Se distin- 
guen del cero. Puesto que a,» 30. de la última ecuación 
univocamento se delermina xp. Después de esto la ecna- 
ción penúltima permite determinar uniformemente y -1> 
etc. Por lo tanto, en el caso destacado el sistema «u exami- 
nar tiene solución única. 

Ahora supongamos que hay incógnilas libres. En oste 
vaso designaremos por 2; la suma de las incognitas libres 
multiplicadas por los coeficientes de la ¿-ésima ecuación, 
gue se encuentran «delante de éstas, y brasladando las 
incógnitas libres al sogundo miembro llegaremos al 











sistema 
ETA A TR 
Cahglhy A o 04 ap E, 
Dri, 2 
donde los coclicientes Ay, Caras + + ++ Oh, Se diferencian 


de cero. Como antes, podemos determinar sucesivamente 
Ebo Ey yr 20, si abribuimos a las incógnitas libres cuales- 
quiora valores determinados. Con ello, las incógnitas 
principales se determinan unívocamente. Al abribuir a 
las incógnitas libres los valores de todo género encontra- 
remos todas las soluciones del sistema dado, es decir, lo 
rosolveremos. Puesto que a las incógnitas libres puedon 
atribuirse diversos valores, el sistema en el caso que se 
examina liene más de una solución. 

Al analizar mediante el procedimiento descrito los 
sistemas escalonados aparecidos de los sistemas (3.2)... 
- (3.4) concluimos: 1) el sistema (3.3) no tiene solu- 
ciones; 2) el sistema (3.4) tiene única solución (1, 1, 1); 
3) en el sistema (3.2) las incógnitas <, y 2, Son principa- 
los, mientras que £, y £,, libres, con la particularidad de 
que Ly =%, y 2, = 4 — 2 — 24. Lo último se puede 
tratar así: cualquier solución del sistema (3.2) tieno 


aspecto 
4—a—28, 2 P, P), 


donde a y fi son los números reales arbitrarios. 

El sistema de ecuaciones lineales se llama homogéneo, 
si todos sus segundos miembros son iguales a cero. Ll 
sistema homogéneo siempre tiene solución, por ejemplo, 
la fila nula, Por esta razón es interesante aclarar, cuando 
hay también soluciones no nulas. 

Teorema 3.3. Si el número de ecuaciones del sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales es menor que el número 
de incógnilas, éste tiene por la menós una solución no nula. 

Demostración. Reduzcamos el sistema homogénco 
dado al aspecto escalonado, Se sobreentiende que éste 
queda homogéneo. Está claro que el número de incógni- 
tas principales no puede sobrepasar el número de lilas. 
Por consiguiente, existen las incógnitas libres, lo que 
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asegura la existencia do las soluciones no nulas: en efecto, 
a las incógnitas libres pueden ser atribuidos también los 
valores no nulos. 

Teorema 3.4. El sistema escalonado homogéneo de n 
ecuaciones lineales con n incógnitas posee las soluciones no 
nulas en aquel y sólo aquel caso, cuando su matriz contiene 
la fila nula. 

Demostración. Si hay fila nula, entoncos, dle acuerdo 
con el teoroma 1.1, ésta puode ser rechazada y la oxisten- 
cia de las soluciones no nulas so infiere del teorema 3.3. 
Si, por lo contrario, no hay filas nulas, todas las incógni- 
tas resultan principales y, puesto que todos los miembros 
líbres son iguales a 0, sucesivamente (Icomenzando del 
final!) obtenemos que Lodas las incógnitas doben igualarso 
A COLO, 

Teorema 3.5. Si las filas Uy, . . ., Uy son las soluciones 
de la ecuación 


yz ++. ap =0, (3.5) 
entonces para cualesquiera números reales My ..., hm la 
fila 

U= lt +... + Au 
tambien es la solución de esta ecuación. 
Demostración. Soa que 
He = (ños). E A ala 
Entonces 
E A A TA A E AO 


En vista do que y son las soluciones de la ecuación (3.6), 
entonces 
A AT US 
vr q) =D (0% 4 + + + 7 nm) 

A A 
es decir, ze resulta la solución de la ecuación (3.6). 

Al resumir los resultados de este páreafo se puede decir 
que poseemos el método que permite resolver cualgu 


sistema de ecuaciones lineales, es decir, o sea establecer 
quo éste no tiene soluciones, o sea indicar su única solu- 
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ción, o sea, eligiendo las incógnitas libres, expresar por 
éstas las restantes, Este método a menudo se llama método 
de Gauss o bien mátodo de eliminación sucesiva de incóg- 
nitas. Sin embargo, queda poco claro si depende o no 
el número de incógnitas libres del procedimiento de solu- 
ción. Además, incluso en el caso, cuando no existe tal 
dependencia, queda abierta la cuestión: ¿si existe para 
dicho juego de incógnitas el método de solución, con el 
cual precisamente estas incógnitas resultarán libres? 
Recordemos que en el párrafo l fue ofrecido un sistema 
con incógnitas fibres, pero no cualquier incógnita del 
cual puede ser anunciada libre. Y la importancia de 
conocer los números de incógnitas, que pueden ser lla- 
mandas libres, es muy difícil revalorar. Supongamos que 
ol sistema de ecuaciones lineales surgió de cualquier 
problema de ingeniería. Si es imposible aclarar la incóg- 
nita libre. es imposible maniobrar con su valor, para 
que se logro la solución más admisible desde el punto de 
vista de ingoniería. Así, por ejemplo, en el probloma 
sobre los tubos examinado on el párrafo 1 las restriocio- 
nes adicionales pueden sor superpuestas solamente sobre 
el volumen del agua que trasiega por los lubos primoro, 
segundo y cuarto. 

Responder a las cuestiones planteadas anteriormente 
permito la Leoría que se desarrolla en los párralos que 
siguen. 


EJERGICIOS 


l. Resolver los siguientes sistemas de ceuaciones lineales; 
0) 52 + B24 + 54, + 122, =10, 
20, + 22 + bn + x= 4» 
e +7o d+ n= 2% 
2 Bra + Tes + 107, = 3, 
—bx, a Ze 3 2 
—31, + 227 | M2) — 15n, = 43 
























e)  Yr,— 2029 + Bm d+ 724 

bey — Wa 4H ay] a, 

um + bear a + de 
(indicación: para simplificur los cálculos se puede inicialmente de 


Ja primera sustraer la segunda fila dupticada); 
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d) Mz, + Dz, + 32, + 10%, = 13, 
4x +87 + x + 24=3, 
Br, + Bzy + 229 + 521 =7; 

—6x, + 9, + Bag + oa 

—2x, + Bda + xa + 42 
421 + 63 4 4x9 + 324 

h a+ za + ta 3 

37, + 529 69 — 4x4 
dx + 5x3 + 2a + 32, 
3, + 8zy + 2413 — 1924 
gg 1—-=0, 
2-2 =0, 
—01 + 23 — 14 =0, 
—24 + 4 — 9 = 0, 
—ay + 24 =0, 
—u + m4 = 0 
Mx — 24 + 05 =0, 


e) 





a4—z% +2%=0; 

1) 52, + By — 29 + 774 + 524 =00, 
La + 32 — 24 4x4 + 274 =0, 
Ta, + 924 — 324 + 5z, + 6x4 =0, 
52, + D27 — 329 + 2, + 679 = 0; 

13 + ta + 2 +27 + 32, = 0. 
5 + Tay a + 3x4 + 4 0, 
4 + BS + 22 + 2 + 5n 
Toy + 40xp + 29 + Ox, + 5x4 =0, 

k) 2, + 29 =0, 
21 + 24 + xs 
Ta E Xy da 








2, Resolver los psoblemes enunciados en el ejercicio 1 del 
párrafo 1. En el problema b) hallar adicionalmente las soluciones 
con el número máximo posible de monedas de 20 y 15 kópeks. En 
el problema e) hay que encontrar las soluciones correspondientes 
al empleo máxlmo y mínimo de la hormigonera de menor potencia, 
si se exige que el número de horas que trabaja sea entero. 


501568 
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3. El sistema de ecuaciones lineales es homogéneo cuando y 
sólo cuando la fila nula es su solución (demostrar). 

4. Componer un sistema que conste de dos ecuaciones lineales, 
para el cual las filas (1, 1, 1, Í) y (1, 2, 2, 1) sirven de soluciones, 

5. Demostrar que rechazando la fila de la matriz ampliada 
del sistema de ecuaciones lineales, que es la combinación lineal 
de las filas restantes, obtenemos un sistema de ccuaciones lineales 
equivalente al inicial. 

6. Enunciar y demostrar las condiciones para los elementos do 
la matriz ampliada del sistema de ecuaciones lineales con n incóg- 
ditas necesarias y suficientes para que cualquier fila de longitud h 
sirva de solución de este sistema 

7. ¿Si puede el sisterna de ecuaciones lineales con los coefi- 
cientes reales tener con exactitud dos distintas soluciones? 








$4 
RANGO DE UNA MATRIZ 


9 AQ<á4áA<=——K<KáÁKÁKÁÉX2— 


Una matriz cuadrada llámase degenerada, si con 
ayuda de un número finito de transformaciones elementa- 
les de las filas ésta puede ser convertida en una matriz 
que tenga por lo menos una fila nula. 

Teorema 4,4. Las siguientes propiedades de la matriz 
cuadrada A sor equivalentes: 

(1) A es la matriz degenerada; 

(2) el sistema de ecuaciones lineales homogéneas con la 
matriz A tiene por lo menos una solución no nula; 

(3) co> cualquier procedimiento de reducción de la 
matriz A al aspecto escalonado mediante transformaciones 
elementales la matriz escalonada que se obtiene contiene una 


fila nula. 
Demostración. La afirmación del teorema consiste 
en que al cumplir cualquier propiedad (1) --- (8) son 


justas también todas las demás. Para establecer esto 
demostremos que de la propiedad (1) se desprende la 
propiedad (2), de (2), la propiedad (3) y de 3, la propiedad 
(1) (fig. 1), de donde se deduco también la equivalencia 
buscada de todas las tres propiedades. 

Durante toda esta demostración acordemos designar 
por Á la matriz obtenida de A adjuntando a la derecha 
la columna nula. 
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1) > (2). Si 4 es la matriz degenerada, entonces según 
la definición después de cumplir el número finito de 
transformaciones elementales convenientes de las Filas 
ésta se convierte en la matriz B con la fila nula. Las 
mismas transformaciones elementales convierten la matriz 
A en la B. En este caso la matriz B contiene la fila nula, 
cuya eliminación lleva al sistema que es equivalente al 


sistema con la matriz ampliada 4. Poro el número de 


(1) 
(2) (3) 


Fig. 1 








ecuaciones en este sistema es menor que el número de 
incógnitas y, de acuerdo con el teorema 3,3, éste posee la 
solución no nula. Por consiguiente. la solución no nula 
posee el sistema con la matriz ampliada PB y, precisa- 
mente, también equivalonte a éste según ol teorema 3.2 
el sistoma con la matriz 4. 

(2) => e Supongamos que C es la matriz escalonada 
obtenida de 4 mediante el número finito de transforma- 
ciones elementales. Entonces la matriz (' se obtiene de 


la matriz A por medio de las mismas transformaciones 
elementales. Del teorema 3.2 se infiere que el sistema 
con la matriz ampliada C posee la solución no nula. Ahora 
la existencia de la fila nula en la matriz C y, precisa- 
mente, en la matriz C se desprende del teorema 3,4, 

(3) > (1). Es suficiente recordar que según el teorema 
2.6 la matriz A se reduce al tipo escalonado y aprovechar 
la propiedad (3). 

Teorema 4.2. Si 4 es una matriz degenerada y de A 
a B se puede pasar mediante un número de transformaciones 
elementales, entonces B es una matriz degenerada. 


5. 
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Demostración. Según el teorema 2.4 de la matriz B 
a la matriz Á se puede pasar con ayuda de un número 
finito de transformaciones elementales de las filas. Por 
otro lado, según la definición de la matriz degenerada, el 
número finito de transformaciones elementales con- 
venientes de las filas permite pasar de la matriz 4 a la 
matriz C, que tiene una fila nula. Por consiguiente, de 
B aC también se puede pasar mediante un número finito 
de transformaciones elementales de las filas y la degene- 
ración de la matriz B se infiere de la definición. 

Teorema 4.3. Si 4 es una matriz degenerada y la 
matriz B está obtenida de A multiplicando una de sus 
filas por el número real A, entonces B también es una matriz 
degenerada. 

Demostración. Si A» = 0, entonces la matriz B resulta 
degenerada según la definición. Si por lo contrario A £ 0, 
entonces del teorema 3.1 se desprende que el sistema de 
ecuaciones lineales homogéneas con las matrices A y B 
son equivalentes. Pero, de acuerdo con el teorema 4.1, el 
sistema do ecuaciones lineales homogéneas con la matriz 4 
posee la solución no nula. Por consiguiente, el sistema de 
ecuaciones lineales homogéneas con la matriz B también 
posee la solución no nula, y la degeneración de la matriz B 
se desprende del teorema 4,1. 

Teorema 4.4, Si las matrices 





4 = y 
Or Ong ++ Om 
My laz Gin 
Gas Giaz +++ Utd 
A=|Wn 02 .. Gn 
Mies Qiéga +++ Rin 
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son degeneradas, entonces la matriz 


y Ur Gin 

Liar Cie +++ Lian 
A= [ti +a ai2+aja Qin lin 

Dis Arta «Qin 

Gra Un ++: Ran 


es también degenerada. 

Demostración. Según el teorema 4.1 los sistemas de 
ecuaciones lineales homogéneas con las matrices A” y A” 
poseen soluciones no nulas. Supongamos que 

ul =(0j, ...1 Up) 
y 

U (Als 0... 0%) 
son estas soluciones, Está claro, que tanto la fila Y”, 
como también la fila u” satisfacen todas las ecuaciones del 
sistema de ecuaciones lineales homogéneas con la matriz 


A, salvo, puede ser la i-ésima. En vigor del teorema 3.5 
estas ecuaciones satisfacen cualesquiera filas de aspecto 


mi — pu”, donde A y y son los números reales arbitrarios. 
Supongamos que 
A=aai +... Gino 
y 
A 
Entonces 
(41 + aj) Va — pay) + +. + (Cin ein) (Aa), — Jun) = 
=Majo +... +0in09) +2 lago +... + tinta) — 
—p (a+... +0in0r) —p (aja +... + ino) = 
=20+Ap4— pA4— 0 =0. 
Por consiguiente, si la fila 1w — uu” 750, ésta resulta 
la solución no nula del sistema de ecuaciones lineales 


homogéneas con la matriz A, lo que on vigor del teorema 
4.1 demuestra la degeneración de la matriz 4. Ahora 
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supongamos que hw — uz" =0. Si, con ello, p 40, 
entoncos 4” = E de donde 


A 
ha a) aa baina) = 
Hs 

E 0+0=0. 


Por consiguiento, el sistema de ecuaciones lineales homo- 
sgéneas con la matriz A de nuevo posee la solución no nula 
u”, y, como también anteriormente, la degeneración de 
la matriz A se desprende del teorema 4.1. Si, por fin, 
pu = 0, entonces 


(aj aja) 04 + +. + (Cin 43m) An = 
=(a 0 +... ano) + (a+ + Aa) = 
=0+p=0+0=0. 


Otra vez en el sistema de ecuaciones lineales homogéneas 
con la matriz A se había hallado la solución no nula u”, 
y se puede de nuevo hacer uso del teorema 4.1. 

Si on la matriz 4 so fijan cualesquiera k filas y k 
columnas, entonces los elementos, que se encuentran en 
la intersección de las filas y columnas marcadas, forman 
una matriz cuadrada de orden k, es decir, la submatriz 
de la matriz A. El orden más alto de las submatrices no 
degeneradas de la matriz A se llama su rango. Es obvio, 
que el rango de la matriz de dimensión m X Rr no supora 
al menor de los númoros m y n. Si por lo contrario en 
la matriz A no hay submatrices no degeneradas, entonces 
su rango según la definición es igual a cero. Está claro, 
que las matrices nulas, si y sólo si, no contienen sub- 
matrices no degeneradas, de esta manera el rango de la 
matriz A equivale a cero cuando y sólo cuando 4 es la 
matriz nula. 

Teorema 4.5. El rango de la matriz escalonada es igual 
al número de sus filas no nulas. 

Demostración. Si A =0, entonces su rango equivale 
a cero según la definición. Si por lo contrario Á es una 
matriz escalonada no nula, en este caso supongamos que 
ésta contiene r filas no nulas. Entonces, al marcar las 
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filas y columnas no nulas, en las cuales se disponen sus 
líderes, obtenemos una submatriz escalonada que no 
contiene filas nulas. Según el teorema 4.1 esta submatriz 
es no degenerada, de esta manera la matriz A contiene la 
submatriz no degenerada de orden r. Pero, cualquier 
submatriz de mayor orden contiene la fila nula y por 
definición resulta degenerada. 

Para nuestra investigación tiene el valor decisivo 

Teorema 4.6. El rango de la matriz no cambia con las 
transformaciones elementales de las filas. 

Primeramente será demostrado 

Lema. Si de la matriz A a la matriz B se puede pasar 
mediante un número finito de transformaciones elementales 
de las filas, (el rango B) < (el rango A). 

Establezocamos la justeza de este lema para el caso 
cuando fue aplicada una sola transformación elemental. 
Supongamos que (el rango A) = r, Para la demostración 
del lema es suficiente cerciorarse de que cualquier sub- 
matriz M de la matriz B de orden mayor que r resulta 
degenerada, Si de la matriz A a la B se pasó mediante el 
cambio de lugares de dos filas, entonces la submatriz M 
o sea coincide con cierta submatriz M” de la matriz A, 
cuyo orden es mayor que r, o sea se diferencia de tal sub- 
matriz M' solamente con el orden de las filas. En vista 
de que (el rango 4) = r, entonces M” es la matriz dege- 
nerada y la degeneración de la matriz M se deduce dol 
teorema 4.2. Ahora supongamos que el paso a la matriz B 
fue realizado mediante la adición a la ¿-6sima fila de la 
matriz A de su ¿j-ésima fila multiplicada por > 
Son posibles tres casos: 1) la i-ósima fila no pasa por la 
submatriz M; 2) tanto la ¿-ésima, como la j-ésima filas 
pasan por la submatriz M; 3) la ¿-ésima fila pasa por la 
submatriz M, mientras que la j-ésima fila no pasa. En el 
primer caso la submatriz M4 coincide con la correspondien- 
te submatriz de la matriz 4 y, por consiguiente, resulta 
degenerada. En el segundo caso tenemos 
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Está claro que la matriz M se obtiene de la matriz 


con ayuda de la transformación elemental de segundo 
tipo. Pero la matriz M”, siendo la submatriz de la matriz 
A de orden mayor que r, es degenerada. Según el teorema 
4.2 debe ser degenerada también la matriz M. En el 
tercer caso anotemos 


Mal am tdi, .«« Cin Mgre > 
Ma=| 0%, -- im |, MU=| Mia, + Mira 
y 
M"=|| Ct, Uihs 


La matriz M' es la submatriz de la matriz A, mientras 
que M" se distingue de cierta submatriz de la matriz 4 
solamente por el orden de filas. Puesto que el orden de 
estas matrices supera a r, entonces, teniendo en cuenta el 
teorema 4.2, ambas éstas resultan degeneradas. Del 
teorema 4,3 se desprende la degóneración de la matriz M”, 
después de lo que la degeneración de la matriz M es la 
consecuencia del teorema 4,4, Por lo tanto, para el caso 
cuando se utiliza una sola transformación elemental, el 
lema está demostrado. Supongamos que fue aplicado el % 
número de transformaciones. Sea que 


Ay Cigar arsy Crap BD 


es una sucesión de las matrices aparecidas durante la 
ejecución de estas transformaciones. En vigor de lo 


ES 





demostrado 
(el rango B)< (el rango Ca.) <+ +. 
«+. < (el rango C,) < (el rango A)» 


Demostración del teorema. Supongamos que de la 
matriz A a la B hemos pasado mediante un número finito 
de transformaciones elementales. A causa del lema (el 
rango B) < (el rango 4). Sin embargo, si las transforma- 
ciones elementales permiten pasar de 4 a B, entonces de 
acuerdo con el teorema 2,4 de B a A se puede pasar tam- 
bién mediante un número finito de transformaciones 
elementales. Aplicando una vez más el lema obtenemos 
que (el rango 4) < (el rango B). La igualdad requerida 
se desprende de inmediato de las desiguadades obtenidas. 

Los teoremas 2.6, 4.6 y 4.5 ofrecen el procedimiento 
práctico para calcular el rango de la matriz: se debe 
reducir la matriz al aspecto escalonado y contar el núme- 
ro de filas no nulas de la matriz escalonada obtenida. En 
particular, los cálculos expuestos al final del párrafo 2 
testimonian que 


























114 14 
HIREO 1813 0 4l_o 
lado 240 
11-134 
00 —1 e 1 1 3 
rango [0 4 2 —1 0 =ranmgo [1 2 3 6[=3. 
04 +1 0.0 9 14 
EJERCICIOS 


1. Hallar el rango de las matrices indicadas en el ejercicio 7 
del párrafo 2. 
2, Encontrar el rango de las siguientes matrices: 


a) pp18 7 4 8 
10 14 0 4 
47 3 4 7) 
40 47 40 18 











D) t —1 2 1 — y 
—á a — —i 6 o 
8 —4 3-1 —-2 —5|; 
4 0 —2 —2 2 —-1 
3-1 —1 —2 LE 
5] LU Y 4 tu 
Uv 2 1 —£ 1 
y 2 0 0 pd e 
2 —1 —t 0 0 off 
—i 1 DO—í 0 1 
1 y 1 4 2 —i 
dpt11000 
01100 
0.0440 
00044 
10004 
e) [a+dr at+de ... airtbn 
Gaibi aybdz ... ag-bn 
Andy An-hby ... anda 


3. SIA y B son matrices con igual número de columnas, en- 


tonces 
J a < (el rango A) + (el rango BJ) 
el rango el ran e 
g B S 


4. Si A y B son matrices con idéntico número de filas, entonces 
(o rango ll EsTe) < (el rango A) + (el rango B). 


5. Si A y B son matrices con igual dimensión, entonces 

















Gita ta+di +. tinban 
el rango ||“ ba Obs anden < 
Omitbmi Omo+dme + UmnFdmn 


< (ol rango 4)+(el rango B). 
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Indicación: hacer uso del ejercicio 3. 

6. Sea 4 la matriz no degenerada de dimensión n X n, B, la 
matriz de dimensión p X q, €, la matriz de dimensión n X q y O, 
la matriz no nula de dimensión p X n. Demostrar: 


ac 

Oo B 
b) si xD designa la matriz obtenida de la matriz D multipli- 

cando todos sus elementos por el número k, y p = h, entonces 





a) el rango 








=n-+(el rango B); 


el rango l dd ke uc rango B). 


7. El rango de la matriz no cambia, si le añádimos la fila que 
es la combinación lineal de las filas de esta matriz 

8. Demostrar que aplicando las transformaciones elementales 
de las filas y columnas de todos los tres tipos, cualquier matriz del 
rango r puede ser convertida en tal matriz D, que d = = 
= d,y = 1, mientras que en todos los demás lugares se encuentran 
eros, 

9. Demostrar que si A es una matriz cuadrada de orden n, 
con la particularidad de que su rango es Igual a n, entonces ejecu- 
tando las transformaciones elementales de sepia tipo con las 


filas y columnas se puede reducir la matriz 4 al aspecto 
4 0 :'0 0 
054... 00 
CA E + 
00... 0d 


10. Si cierta columna de la matriz cuadrada A es la combina- 
ción lineal de las demás, 4 es una matriz degenerada. 
Indicación: hacer uso del teorema 4.1. 





$ 5. 
TEOREMA DE LAS INCOGNITAS PRINCIPALES 





El sistema de ecuaciones lineales se denomina corapa- 
tible, si éste tiene solución. En particular, el sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales siempre es compa- 
tible. 

Teorema 5.1 (teorema de Kroneckor — Capelli). El 
sistema de ecuaciones lineales es compatible cuando y sólo 
cuando el rango de la matriz del sistema es igual al rango 
de su matriz ampliada. 
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Demostración. Como de acuerdo con los teoremas 
2.6 y 3.2 de cada sistema de ecuaciones lineales se puede 
pasar al sistema escalonado equivalente a éste, mientras 
que los rangos de la matriz del sistema y de su matriz 
ampliada en vigor del teorema 4.6, con ello, no cambiarán 
es suficiente establecer la validez del teorema para el 
sistema escalonado. Pero, para el sistema escalonado en 
vigor del teorema 4.5 los rangos de la matriz del sistema 
y de su matriz ampliada son equivalentes cuando y sólo 
cuando estas matrices tienen igual número de filas no 
nulas, o bien, lo que es lo mismo, si, y sólo si, el primer 
elemento no nulo de la fila no nula última de la matriz 
ampliada se encuentra en la columna de los miembros 
libres. Del análisis del sistema escalonado realizado en 
el párrafo 3 es sabido que esto tiene lugar cuando y sólo 
cuando el sistema es compatible. 

Cuando en el párrafo 3 hablamos sobre las incógnitas 
principales y Jibres, estos conceptos dependían del pro- 
cedimiento de reducción de la matriz ampliada del siste- 
ma al aspecto escalonado. Para resolver los problemas 
examinados al final del párrafo 3 es necesario tener una 
definición que dependa solamente del sistema dado de 
ecuaciones lineales. Con este objeto, si está dado el siste- 
ma de ecuaciones lineales respecto a las incógnitas 
Li. +. +1 Ep, acordemos decir, que las incógnitas tj, ... 
<: + %, pueden ser anunciadas principales, si con cual- 
quier prefijación de las demás incógnitas los valores de éstas 
se determinan unívocamente. Acerca de todas estas incóg- 
nítas restantes diremos que éstas pueden ser anunciadas 
libres. Subrayamos que en las dos últimas frases se defi- 
nen los términos «pueden ser anunciadas libres», «pueden 
ser anunciadas principales» y no los conceptos «incógnita 
principal» o «incógnita libre». Las incógnitas se hacen 
principales o bien libres solamente después de que noso- 
tros, realizando la posibilidad existente, las anunciemos 
de tal tipo. Está claro que las incógnitas principales y 
libres en sentido definido en el párrafo 3 pueden ser 
anunciadas de tal tipo también en sentido de nuestra 
nueva definición. 

El resultado central de nuestra teoría es 
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Teorema 5.2 (teorema sobre las incógnitas principales). 
Supongamos que hay un sistema compatible m de ecuaciones 


lineales con n incógnitas, A es la matriz ampliada de este 


sistema y (el rango A) =r. En este caso las incógnitas 
Liz + « «y Ti, Pueden ser anunciadas principales cuando y 
sólo cuando k =1r y en las columnas de la matriz A con 
los números ly, « « », in se dispone la submatriz no degenera- 
da de orden Y. 

Demostración. Supongamos que k == r y en las colum- 
nas con los números indicados se encuentra la submatriz 
no degenerada de orden r. Entonces el rango de Ja matriz 








Gr Otis +-< Un, 
la, Qi... 0%, 
Ami, Omiz => ms, 


de dimensión m X r es igual a r. Al reducir esta matriz 
al tipo escalonado en vigor de los teoremas 45 y 4.6 
obtenemos la matriz 











Bris Dita -.- Dri, 

0 da dai, 
ga pgarmos q 
0. 0 0 
oo O 


donde Dj, Daisy ++ -» Bra, 50. Al aplicar las mismas 


transformaciones elementales para la matriz Á obtenemos 
la matriz 
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Subrayemos que esta anotación no significa que todas las 


filas do la matriz B, a partir de la (r + 1)-ésima, son 
nulas: en las columnas con Jos números diferentes de 
lis d31 « +», dy pueden encontrarse los elementos no nulos 
que están en estas filas. Sin embargo, en realidad todas 


las filas de la matriz B iniciando de la (r + 1)-ésima son 
nulas. Verdaderamente, supongamos que esto no es así, 
es decir, bpg = 0 para ciertas p y q, donder+1<p< 
< m. Ciertamente, q 5 l1, . . ., d,. Sin embargo, puede 
suceder que q = 1 +1, es decir, bpg =p Sea M la 
submatriz de la matriz B de orden r -+ 1 dispuesta en 
las filas con los números 1, 2, . . ., r, p y en las columnas 
con los números ¿,, . . ., 1,, q. Son posibles los siguientes 
tres casos: 1) g<ú; 2) ¿<< is+, para cierto s; 
3) iy < q. Conmutando, si es necesario, las filas de la 
matriz M llegamos a la matriz M” que es igual a 
dr 0 0 .., 0 


By Mi Dra + O 
dy 0 bey... ball, 
bra 0 0 Drs, 


Bi. Di rg Di a, 


0... Baño Dog Votos 2. y, 
0 0 by 0 ea 10 
0... 0 Detig Dertispo ++ Degat, 
Wo O di 0 Pa, 
o bien 
Bra, Dri Bu, y 


0 bei ... dei bag 
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respectivamente. Dado que bj; Dai > > «y Dra,s Dpg 450, 
en el tercer caso la matriz M' en seguida resulta escalo- 
nada. Por lo contrario en los primeros dos casos ésta 
puede ser convertida a la escalonada con ayuda de las 
transformaciones elementales haciendo anulación de los 
elementos big, Dag, + + »> Dra Y Da+rgr > > «+ Bro, Tespectiva- 
O qe el teorema 2.8), En vigor de los teoremas 
3 y 


(el rango M) = (el rango M') =r +4. 
Por consiguiente, MM es una matriz no degenerada y, 


tomando en consideración Ja definición del rango de la 
matriz y el teorema 4.6, obtenemos 


(el rango A) = (el rango 5 >r+1, 
lo que contradice al planteamiento. Por lo tanto, recha- 


zando en la matriz B las filas nulas, Megamos al sistema 
de ecuaciones lineales que contiene r ecuaciones. Al atri- 
buir a las incógnitas, diferentes de 2, ++ ., ET los valores 
arbitrarios y trasladándolas al segundo miembro, es 
fácil de cerciorarso de que las incógnitas %j, . - +. 1, SO 
determinan unívocamente una por otra, comenzando por 
la última. Do tal guisa, éstas pueden ser anunciadas 
principales. En vigor de los teoremas 1.1 y 3.2 lo mismo 
es válido también para el sistema inicial de ecuaciones 
lineales. 

Ahora supongamos que las incógnitas Li, +++ TL, 
pueden ser anunciadas principales. Al suponer las incóg- 
nitas restantes iguales a cero, llegamos al sistema 


1424 +0. Pays, 1, =D 


Por aa (5-4) 
Omnia 40 ++ Caty iy = Pm 


que tiene la única solución, Sea € la matriz ampliada del 
sistema (5.1) y B, la matriz escalonada, a la cual, de 


acuerdo con el teorema 2.6, se reduce la matriz C. En 
vigor del teorema 3.2 el correspondiente sistema de 
ecuaciones lineales tiene la única solución. Como muestra 
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el análisis del sistema escalonado efectuado en el párrafo 


3, de aquí se desprende que la matriz B contiene k filas 
no nulas, con la particularidad de que sus líderes se dis- 
ponen en las primera, segunda, tercera, etc. columnas. 
Con otras palabras 


Br br dí |0 
B= 0 be - Dom | Ca 
0.0 - Dn [Cp 


Según los teoremas 4.5 y 4.6 

k =el rango B=el rango C< el rango Aur. 
Supongamos que k <r. Apliquemos a la matriz Á las 
transformaciones elementales, con ayuda de las cuales 


fue realizado el paso de Ca B. Entonces la matriz 4 
se convierte en la matriz 


Digi ms Big; oras Bi có 


0 Doa Dan % 
Da «0 0 - Orr al, 

0 0 E) Ch+s 

O TT 


con la particularidad de que las columnas de esta matriz 
ocupadas por las columnas de la matriz É tienen los 
números ¿,, ..., ía, n +41. En vigor del teorema 4.6 
(el rango D) «= r, mientras que según el teorema 3.2 el 
sistema de ecuaciones lineales con la matriz ampliada D 
es compatible y las incógnitas fi, ---, x;, Pueden ser 
anunciadas principales, Del teorema 5.1 se infiere que 


el mismo rango tiene también la matriz D obtenida de D 
mediante el rechazo de la última columna. Puesto que 
k <r entre las filas de la matriz D con los números 
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mayores que k liay filas no nulas, ya que en el caso con- 
trario ésta no podría contener las submatrices no degene- 
radas de orden 7. Sin embargo, el elemento no nulo de 
tal fila no puede encontrarse en la columna ocupada por 


las columnas de la matriz B. Así, pues, la matriz D 
contiene los elementos d,¿ 0, donde p>k y 9% 
His. ds ni E 1. Si supongamos altura iguales a cero 
todas las incógnitas con los números diferentes de 1,, ... 
a ln. q, Ottonces obtenemos 2 = Cyódpy Por esta 
razón, 24 1u puede ser tomada arbitraria. lo que con- 
tradice a la posibilidad de anunciar Xi... ++ 25, prin- 
cipales incógnitas. Por consiguiente, k = 5, con lo que 
se concluye la demostración. 

Del teorema que acabamos de demostrar se desprende 
que en el sistema (1.6) pueden ser anunciados principales 
o bien £, y Zas o bien za y 23, 0 bien x3 y 2), mientras que 
los pares restantes no pueden anunciarse priucipa- 
les, 

Detengamos en un procedimiento más de descripción 
de Jas soluciones del sistema homogéneo de ccnacionos 
lineales. Del teorema 3.5 so despronde que el conjunto de 
todas las soluciones de dicho sislema homogéneo de 
ecuaciones lincales de n incógnitas, juntamente con 
cualguier familia de las n-ésimas filas, contiene también 
su combinación lineal. Por esta razón es natural el deseo 
de hallar tal familia de soluciones (en la medida de lo 
posible, la menor), para que todas las soluciones restantos 
fuesen las combinaciones lineales de esta familin. Una 
do tales familias la indica el siguiente teorema: 

Teorema 5,3. Supongamos que las incógnitas 2,,, Xi... 
vscyul, , de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales 
de n incógnitas con la matriz A del rango r pueden ser 
anunciadas libres. Para cada k. donde A<N<n—"r. 
designemos por un. la única solución del sistema que se 
obtiene, si a la incógnita x,, sele atribuye el valor de1 y alas 
restantes incógnitas libres, el valor de (). En este cuso cual- 
quier solución del sistema au examinar es la combinación 
lineal de la familia ly, Uy, «8 

Demostración. Seca que 








mars 


V= llo + «1 En) 
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cs la solución arbitraria del sistema a examinar. Analico- 
mos la fila 

10 =D4,U Va Ugo DA, 
Sogún el leorema 3.5 w es también la solución de este 
sistema, No es difícil de calcular que las coordenadas 
i,-Ósima, iy-ésima, + + <s in-r ósima de la fila w oquivalen 
¡Br Blas + + ++ Di, tospectivamente. Por otras palabras 
los valores do las incógnitas Zi, Lip +» 09 Tip, 00 las 





soluciones y y w son los mismos. Pero, de la definición de 
la posibilidad de anunciar las incógnitas como libres 
so desprende, que la prefijación de los valores de las 
incógnitas enumeradas determina unívocamente los valo- 
res de las demás incógnitas, Por consiguiente, también 
las restantes coordenadas de las filas y y 1 dobon coinci- 
dir, es decir, 

TOS E A A 

lo que se requería demostrar. 

La imposibilidad de disminuir el númoro de soluciones 
que entran en la familia hallada antes se deduce de Lal 
resultado: 

Teorema 5,4. Si cualquier solución de un sistema homo- 
géneo de ecuaciones lineales de n incógnitas con la matriz A 
del rango r es la combinación lineal de las soluciones 
Us rv. Ug UNtoncos s$>n—F. 

Demostración. Sea que s<n —r. Supongamos que 

04= (Qs «+ «e Ain) E) 
y, teniendo en cuenta el teorema 5.2 designemos por 
uy = (Bio Bi) (=1,2,....n—7) 
las soluciones examinadas en el teoroma 5,3. Sogún lo 
enunciado 











2 (My ly cc 
pava los convenientes números reales a,,. Analicemos el 
sistema homogéneo de ecuaciones linealos 

Ap Mg LO E — Os 

Agp 0, 209 a parón = 0, 





Uy = ypUr 7 





UT ¡Fs Pg arto = 0. 
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Por supuesto el número de ccnaciones de esle sislema es 
menor que ol número de incógnitas y, en vigor del Leore- 
ma 3,3, éste posee soluciones no nulas, por ejemplo, 
(En «+ En-r)- Al advertir que los números Ej... En-r 
son las coordenadas ¿¡-ósima, ¿s-ésima, ..., ¿n-ésima 
de la fila 








w = Ely + Ego ++ ++ be En—rlln—e 
y tomando en consideración los teoremas 2.1 y 2,2 oble- 
Hemos 


00 =E, (ao, + AajVa Han as) se 
+ Es (01217 aa Py ad e e + E g8o) 





+ Ens (Ugards apar Dart >> aa 
= (Bray + Estat + de Enaríin=r) Mi 
+ (Estos + Enga 4 ++ + Enarlgnar) Va + 


+ (Estas + Esso ++ + Enryma) Os = 
=00,+00%+ ... +00, 7-0. 
La contradicción obtenida concluyo la demostración del 
teorema. 

De tal modo, el teorema 5.3 muestra que todas las 
soluciones del sistema homogéneo de ecuaciones linoales 
pueden ser obtonidas examinando las combinacionos 
lineales de Lodo género de cierto sistema finito le solu- 
ciones. 

Para obtoner una descripción tan clara del conjunto de 
todas las soluciones del sistema homogéneo de eonaciones 
lineales, prostemos atención a los siguientes hechos; 

Teorema 5,5, a) Si u es la solución del sistema de ecua- 
ciones lineales con la matriz A, y €, la solución del sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales con la misma matriz A, 
entonces u + v es la solución del prunero de estos sistemas. 

(1) Siu, es alguna solución del sistema de ecuaciones 
lineales con la matriz A, entonces cualquier solución u 
de este sistema se representa en forma de la suma uy + 0, 
donde 1» es alguna solución del sistema homogéneo de ecuacio- 
nes lineales con aquella misma matriz A. 
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Demostración. Supongamos que b; es el miembro libre 
de la vésima ecuación dol sistema a examinar. 


3) SU = (041 ++ 0) Y 1= (Bn +++ Bn) 


entonces, sustituyendo las coordonadas de la fila x + p 
en la ¿-ósima cenación del sistema que so analiza, obtene- 
mos 


anto y Bo. . ) in (On + Bn) 
— (Aga) 0. + E Oy) 
(UB, E. AimPn) = 


=b,+0=0,, 
lo que se debía demostrar. 


A E 
entonces 


Gala — Yi) ln (An — Y) = 
= (4%, +... 7 Ann) — 
— ÍAY — + «+ 0 Una) 
= hi bj = 0. 


Por coosiguiente, la Lila =u— ús es la solución del 
sistema homogéneo con la matriz A y vale decir también 
que la igualdad 


ú=u + (U— Uy) =p Eb 





ofrece la representación buscada, 

Deol teorema 5.5 se desprende que para la descripción 
del conjunto de todas las soluciones del sistema arbitrario 
de ecuaciones lineales con la matriz 4 se debe hallar 
cualquier solución de este sistema y añadir a ésta las 
combinucionos lineales arbitracias del sistema homogéneo, 
deserito en ul leorema 5.3, de soluciones con la misma 
matriz A, En calidad de ejemplo antalicemos el sistema 


Ly zada = 4, 
a+ —a + =-=2 
Iistá claro que la fila (4, L, 1, 3) es la solución de este 
sistema. Poresta razón, cualquier solución tiene el aspecto 
(1,1, 1.1) 1 041,0.0, —1)+8(0, 1, 0, —1) 





o bien, lo que es lo mismo 
(+0. 1+84d,1—2—B) 
donde a y $ son números reales arbitrarios. 


EJERCICIOS 


1. ¿Qué incógnitas en los sistemas de ecuaciones lineales de 
los ejercicios 1 y 2 en el párrafo 3 pueden ser anunciadas princi 
pales 

2. Demostrar que el sistema compatible de conaciones lineales 
dde n incógnitas tiene solución única enando y sólo cuando el rango 
de la matriz de este sistema es igual a n 

3. Si el sistema «le n ecuaciones lineales con n — 1 incógnitas 
es compatible, la matriz ampliada de este sistema es dogencrada 

4. Hallar el sistema de soluciones, descrito en ul teoroma 5,3, 
para, los sistemas de couacionos lineales de los ejercicios 1H). +, k) 
en el párralo 3 

5. Hallar el sistema do soluciones, descrito on ol teorema 5.3. 
para el sistema do couacionos lineales que resuelve el ejerciaio 11) 
del párrafo 1 

6. Describir las soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales 
de los ejercicios 1 a). . e) enel párrafo 3 mediante el procedimien- 
to indicudo a fines del presente párrafo 

7. Lo mismo que en el ejercioio 7, para los sistemas dde cenacio- 
nes líncales, que dan la solución de los ejercieros 1 a), bd) y e) en el 
párralo 1, 

8. Sean 1ty, , + 1, Uy das soluciones de cierto sistema homogéneo 
de ecuaciones lineales Demostrar que la fila Ayu, +. lo Apu 
es la solución de aquel mismo sistema cuando y sólo cuando dy + 


sy pl, s s 

9. Demostrar quo la incógnita x, en dicho sistoma compatible 
de ecuaciones lineules se determina univocumente cuando y sólo 
cuando el rango de la matriz disminuye, al tachar la columna A- 
ósima, 





$6. 
SISTEMAS FUNDAMENTALES DE SOLUCIONES 





Como ya se había dicho antes, el Lleorema 3.3 muestra 
que todas las soluciones del sistema homogéneo de ecna- 
ciones lineales pueden ser obtenidas, componiendo las 
combinaciones lineales de cierto conjunto finito de solu- 
ciones. Es natural preguntar: ccómo saber, si so puede 
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do dicho sistema de soluciones obtener de tal modo todas 
las soluciones? Recibir la respuesta a esta pregunta 0s 
ol fin del presente párrafo. 

Como rango del sistema (Uy, ..., Um) de las filas de 
longitud n llamemos el rango (moX nm) de la matriz 
compuesta de las filas de esto sistema. Por ejemplo, el 
rango del sistema de las filas 


(0, 1,1,1,4), (1,1,2,0,4),(1,1,0,2,4), (1,1, —1, 3,4) 


equivale al rango de la matriz 


d 4 114 
11 204 
114 024 
1141 134 


es decir, como ya se había marcado en la pág. 41, a dos, 
Establezcamos varios hechos auxiliares. Recordemos 
que la fila », según la definición, es la combinación lineal 
de las filas Li, +. ., Up siv= AU, + + ++ + hmlem para 
algunos númoros reales %,, ..-, Am» ln este caso se dice 
también que la fila v se expresa linealmente a lravés de las 
fílas Uy, +. -; Um- Por ejemplo, la fila v=(8,1,2 1.2) 
linealmente se expresa por las filas u = (1, 2. 1, 2) y v= 
= (4, 3, 0, 2), puesto que w = 2u - (1) má 
Teorema 6.1. Si la fila w se expresa linealmente a través 
de las filas Uy, . . ., Us, y cada una de las filas U, se expresa 
linealmente a través de las filas 0,. ..., 04, entonces la 
fila 10 se expresa linealmente a través de las filas d,. ... 
63 Via 
Demostración. Según el planteamiento tenemos 


A TA 
=D de. pad 


para los convenientes números roales A, - - -, As, Miro +. + 
, Mig De aquí, tomando en consideración los teore- 
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mas 2.1 y 2,2 obtenomos 


7 da (pal lla E M2) 
NS 


+ hs (JlosDa + Haga +++ 1077) Sl 
— (Ay das +++ desliga) Ds + 
+ (als + abla + >< Aglla2) Va > 





lo que se quería demostrar, 
Teorema 6,2. Sea 


Un Us 

y le, Y 
W= sl ee 
Vy Pin 
Ve Utn 


Entonces (el rango U) < (el rango W). Si por lo contrario 
las matrices V se expresan linealmente por las filas de la 
matriz U, entonces (ol rango W) = (el rango U). 
Demostración, Para la demostración de la primera 
afirmación es suficiente señalar que cualquier submatriz 
no degenerada de la matriz U es la submatriz no degenera- 
da de la matriz W. Por consiguiento, el mayor ordon de 
tales submatrices en la matriz U no puede ser mayor que 
en Ja matríz W. Jn vigor de la definición del rango de la 
malriz esto significa, precisamente, que (el rango U) < 
< (el rango W). Al pasar a la demostración de la segunda 


afirmoción supongamos quo 4; = (Ugy; - - -1 Min) Y 04 = 
= (Bj - - +» Ujm). Según el planteamiento 





0) = Apia ++ + o hijo 


para los números reales convenientes Aj, + + ., Aya» Al Sus- 
traer do la (s -/- 1)-ésima fila de la matriz MW sns primoras 
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s filas multiplicadas por %y1, Agr + + -> Ma, Tespectivamen- 
te, la convertimos en la nnta, Do modo análogo tratando 
las siguientes filas de la matriz W, llegamos a la mabriz 


Uy 

y gp... Usa 
LA ai 1 

dE e 


Según el teorema 4.6 (el rango 7) = (el rango W). Al 
reducir Ja matriz al aspecto escalonado S, lo que es 
posible en vigor del leorema 2.6, advertimos que las 
mismas lransformaciones elementales convierten la matriz 


TY en la matriz escalonada | 4 l donde O es la matriz 
nula (tx n). De acuerdo con los teoremas 4.5 y 4.6 
(el rango W)= (el rango 7 =el rango 13) = (el 


rango $) = a rango U). 

Teorema 6.3. Si de la matriz U a la matriz V se puede 
pasar mediante un número finilo de transformaciones 
elementales de las filas, entonces cada una de las filas de la 
matriz V se expresa linealmente a través de las filas de la 
matriz O, 

Demostración. En caso de aplicación do una de las 
transformaciones elementales la validez del teorema se 
«desprende de la definición. En caso general tenemos una 
sucesión de las matrices UY, W,, Wa, «. ., Wn, V, donde 
de la matriz izquierda a la derecha se puede pasar hacien- 
do uso de una sola transformación elemental, Por consi- 
guiente, como ya se había indicado, cada una de las filas 
de la matriz derecha se expresa por las filas de la matriz 
izquierda. Queda solamente emplear varias veces el 
teorema 6.1. 

Teorema 6.4. Si cada fila del sistema Q ye expresa 
linealmente por las filas del sistema E. entonces (el rango Q) < 
< (del rango 3), 

Demostración. Si Y y Y son las matrices compuestas 
de las filas de los sistemas E y Q, respectivamente, enton- 
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ces, ulilizando el teorema 6.2, oblenemos 





(el rango Q)— (el rango Y) =< (o rango 


1 
e) = (01 
rango U)-— (el rango 8). 

Teorema 6.5. Sea 3 el sistema de las filas de longitud 
n, (el rango E) =r y Q, el subsistema del sistema E que 
contiene r filas y tiene rango r. Entonces cada una de las 
filas del sistema E se expresa linealmente a través de las 
filas del sistema Q. 

Demostración. Sean U y V las malrices compuestas de 
las filas de los sistemas Y y Q, respectivamente, con la 
particularidad de que la matriz Y coincide con las prime- 
ras » filas de la matriz Y. Haciendo uso del teoroma 2.6 
reduzcamos la matriz Y al aspecto escalonado $. Al apli- 
car las mismas transformaciones elementales para la 





matriz U, obtenemos la matriz W” =[5!). donde 7” 


es la matriz ((m — r) X n) compuesta do las filas de la 
matriz U que no entraron en la matriz Y. En vigor de 
los teoremas 4.5 y 4.6 todas las lilas de la matriz escalona- 
da $ difieren de la nula. Supongamos que los líderes de 
sus filas se disponen en las columnas con log números 
as + +. Jr, es decir, 





con Ja particularidad de que Sip Señ Spy, 0. Al 
hacer uso varias veces del teorema 2.3 se puede do la matriz 
W” pasar con ayuda de las transformaciones elementales 
ala matriz W =| z l donde todos los vlementos de la 
matriz 7, que se eucuentran en las columnas con Jos 


números 7, + + +, 7,, Son iguales a cero. Corciorémonos de 
que todas las filas do la malriz 7' son nulas, En efecto, 
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supongamos que £y7 70 para algunas p y q. Está claro 
que 9 jy + +, 7 Examinemos la submatriz M de la 
matriz 1, que so encuentra en las filas con los números 
1,2,....r, p y en las columnas con los números J1, +. .+ 
«<= Jr 9. Son posibles los siguientos tres casos: 1/4 < j15 
2lin << Jm, para cierto h; 3/5, <g. Conmutando, 
si os uecosario, las filas de la matriz M, llegamos a la 
matriz M' que oquivale a 


ta Y 00 cs 
Su Si Si 








Su 3 a Mohs 2. St. 
E O TA TA 
0 as 0 ti Y ws 0 

Ú > Dag ly o do 
Ú va Sig Ú ¿roce 


o bien 
Sin dr rs Sy Sa 
Do sm +... $2, Seg 


o 0 e. Se Sr 
0 0) dt tag 





respectivamente, Puesto que $13) Saja + >> Sra Upq 0, 
entonces en el Lercer caso la matriz M" rosulta escalonada 
de inmediato, Si, por lo contrario, en los primeros dos 
easos ella puede convertirse en la escalonada con ayuda 
de las transformaciones elementales de segundo tipo, 
anulando los element Lar Saga Sr YH rg 
respectivamente (véase el teorema 2.3). De acuerdo con 





59 





los teoremas 4.5, 4.6 y 6.2 obtenemos 


r +1 = (el rango 31”) = (el rango M) < (el rango W) = 
= (el rango W”) = (el rango U) = 


r. 


La contradicción surgida muestra que W = 5! donde 


O es la matriz mula ((m —r) X 1). En vigor de los Leore- 
mas 2.4 y 6.3 las filas de la matriz $ se expresan lineal- 
mente a través de las filas de la matriz Y, mientras que 
las filas de la matriz U, por las filas do la matriz W, 
o sea, lo que es lo mismo, por las filas de la matriz $. 
Do aquí, haciendo uso del teorema 6,1, concluimos que 
las filas de la matriz U, que no ontran en la matriz V, 
se expresan linealmente a través de las filas de la matriz 
V, Nos queda indicar que cada una de las filas del sistema 
Q puede ser expresada a través del sistema Q, tomando en 
calidad de coeficiente para esta fila la 1 y para las demás, 


Corolario. Si A es la matriz de dimensión (m X n) y 
(el rango A) = r. entonces A contiene r filas, a través de 
las cuales se expresan linealmente todas las filas de la ma- 
triz A. 

Verdaderamente, la matriz A contfione la submatriz no 
degenerada de orden r. Está claro, que la matriz KB, com- 
puesta de las filas en las cuales se dispone esta submatriz, 
tiene rango ». Según el teorema 6.5 las filas de la matriz 4 
se expresan linealmente a través de las filas de la ma- 
triz B. 

La familia F de soluciones del sístema homogéneo de 
ecuaciones lineales se llama sistema fundamental de solu- 
ciones, si cualquier solución de este sislema es la combi- 
nación lineal de soluciones del sistema F, pero al olimi- 
nar del sistema F' por lo menos una lila, la familia restan 
be ya no posee osta propiedad, De acuerdo con el Leoroma 
5.4 la familia do soluciones examinada en el teorema 5.8 
es el sistema fundamental do solncionos, Existen también 
otros sistemas fundamentales Je soluciones, 

Como ejemplo analicemos el sistoma 








Cy a + eg =0, 
Ey 4 dq — a + 24 =0. 
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Según ol teorema 5.2 pueden sor anunciadas libres las 
incógnitas 2, y £4. Por esta razón del teorema 5.3 se des- 
prendo que las soluciones (1, —1, 0, 0) y (0, —1, 0, 4) 
forman cl sistema fundamental de soluciones. El sistema 
fundamental de soluciones es también la familia 
[(1, 0, 0, —1), (0, 1, 0, —1)). Ésta surge, si se anuncian 
libres las incógnitas 2, y xy. A partir del primer sistema 
Fundamental obtenemos que cl conjunto de todas las 
soluciones del sistema (5.2) consta de las filas típo 


(2, —(a 4 P), 0, P), 


donde « y P son números reales arbitrarios. El segundo 
sistenia fundamental nos ofrece el conjunto de filas Lipo 


(a, B, 0, —(a + B)). 


Es fácil de comprender quo, como era de esperar, obtene- 
mas el mismo conjunto. 

Teorema 6.6. Cada sistema fundamental de soluciones 
del sistema de ecuaciones homogéneas lineales de n incógni- 
tas con la matriz del sistema, que tiene rango r, contiene 
n — r soluciones y su rango es igual a n.—r. 

Demostración. Deo acuerdo con el teorema 5.2 algunas 
n —r incógnitas de nuestro sistema de ecuaciones linea- 
les pueden ser anunciadas libres y, por consiguiente, 
existe ol sistema de soluciones E = (4, ..+., ES 
descrito en el teorema 5.3, Sea U la matriz ((n — 1) X n 
compuesta de estas soluciones. Las columnas de la matriz 
UY con los números ¿,, . . -, in-r forman la submatriz E 
que es la matriz unidad de orden n — r. En vigor de los 
teoremas 4.5 y 6.2 


n —r= (el rango E) < (el rango U) <n—r, 





do donde 
(el rango E) = (el rango U) =n—r. 


Ahora sea £' el sistema fundamental arbitrario de sol 
ciones dlel sistema de ecuaciones lineales a examinar y s 
el número do solnciones, que entran en 7. Según el teore- 
ma 54 s>n— 5. Sis >28n—r, entonces on vigor de 
los teoremas 6.1 y 6.5 lodas las soluciones de nuestro 
sistema se expresan lincalmente por una parte de las 
soluciones del sistema F, lo que contradice a su carácter 
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fundamental. Para acabar, al aplicar dogs veces el Leore- 
ma 6,4, obtenemos 

(el rango E) < (el rango F) < (el cango 3), 
de donde en yigor de lo demostrado anteriormente 

(el rango F') = (el rango E) =n—r. 

El problema planteado on el comienzo del párrafo se 
resuelve con la siguiente afirmación. 

Teorema 6.7, Si F es el sistema de soluciones del sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales de n incógnitas con la. 
matriz del rango r, que contiene n — r soluciones, y el 
rango del sistema F es igual a n — r, entonces Y es el siste- 
ma fundamental de soluciones, 

Demostración. Supongamos que oxiste la solución v 
que no es la combinación lineal de soluciones de F. 
Examinemos el sistema de soluciones /” obtenido median- 
te la agrogación a P de la solución v. Dado que de los 
teoremas 5.3 y 6.6 so deduce que el sistema do ecuaciones 
líneales a examinar posee ol sistema fundamental de 
soluciones del rango n — r, entonces, de acuerdo con los 
tooremas 6.2 y 6.4 (ol fango 7) = 1 — r. Pero, en este 
caso del teorema 6.5 y do la elección de la solución » 
siguo la existencia de tal solución u € F, que 

U= dl he hall E pao, 
donde 27 Uy, +. ., 04 EF. Si py =0, entonces, en vigor 
del teorema 6.4 (el rango F) < n — ra pesar de la con- 


dición. Si, por lo contrario, y. +0, entonces, tomando en 
considoración los teoremas 2.1 y 2.2, obtenemos 


D= piu — pr — «+ + — MA 


lo que contradice a la elección de la solución v. Por lo 
tanto, cualquier solución del sistema de ecuaciones linea- 
les a examinar se expresa linealmente a través de F. 
Si lo mismo puede sor conseguido empleando la parte del 
sistema F, entonces, teniendo en cuenta los teoremas 6.1 
y 6.4, llegamos a Ja correlación imposible 


n — r = (ol rando P) <a — r, 
lo que demuestra el carácter fundamental del sistema F. 


$2 





Como ejemplo de aplicación del teorema 6.7 analice- 
mos el sislema de conaciones lineales 





2 ++ apo, +42 =0, 
2 > 24 + Lea + 4m =0, 
EA + 22, + 4x5 =0, 
Ly + da — Ly 4 32, ++ 405 = 0. 


EL rango de la matriz de este sistema es igual a dos 
(véase la pág. 41). Las soluciones (1, 1, 1, 1, --1), 
(0, 2, 1,1, —1), (0, 0, 2, 2, —1) forman el sistema funda- 
mental de soluciones, puesto que 


1114 —1 
ol rango [0 2 1 41 —1[-=3, 
0022 —t 


Si están dados dos sistemas de ecuacionos lineales, es 
natural preguntar: ¿en qué caso los conjuntos de solucio- 
nes de estos sistemas coinciden, es decir, cuándo estos 
sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes? Con 
mayor exactitud se exige aclarar, cómo deben ser ligadas 
las matrices dle estos sistemas, pára que esta equivalencia 
tenga lugar. Tratemos de resolver este problema. 

Teorema 6.8. Si las filas de la matriz D son las solu- 
ciones del sistema homogéneo de ecuaciones lineales con la 
matriz A, entonces las filas de la matriz A sirven como 
soluciones del sistema homogéneo de ecuaciones lineales con 
la matriz D. 

Demostración, Si a, = (A, +» ., %n) es la fila do 
la matriz WD, entonces para cualquier lila ay = 
= (4, » +», 44m) de la matriz A tenemos 


Oia E. + «E nan =0, 
ya que a, es la solución de la ecuación 

ApyZy Hh +. «E Agntin =0. 
Por consiguiente, la fila a, sirve como solución de cual- 
quier ecuación «el sistema homogéneo con la matriz D, 
con lo que se concluye la demostración. 


Teorema 6.9. Si cualquier solución del sistema homo- 
géneo de ecuaciones lineales con la matriz A sirve como 
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solución del sistema de ecuaciones lineales homogéneas con 
la mutriz B, entonces cada fila de la matriz B se expresa 
linealmente por las filas de la matriz A. 

Demostración. Supongamos que F es el sistema funda- 
mental de soluciones del sistema de ecuaciones lineales 
con la matriz A y D es la matriz compuesta de estas 
soluciones. Si (el rango A) = r y (el rango WM) = s, enton- 
ces según el teorema 6.6 r + s = n, donde n es el número 
de columnas de la matriz A. Ésta contiene la submabriz 
no degenerada D de orden r. Sea U la matriz compuesta 
de las filas de la matriz A, en Jas cnales se dispone la 
submatriz D. Es obvio, que (ol rango U) = r, y, en vigor 
del teorema 6,7, las filas do la matriz U forman el sistema 
fundamental de soluciones del sistema homogéneo de 
ecuaciones lineales con la matriz D. Dado que las filas 
de Ja matriz D sirven como soluciones del sistema homo- 
géneo de ecuaciones lineales con la matriz B, entonces, 
de acuerdo con el teorema 6,8, las filas de la matriz B 
son las soluciones del sistema homogéneo de ecuaciones 
lineales con Ja matriz P. Do la definición del sistema 
fundamental se infiere que las filas de la matriz B se 
expresan linealmente a través do las filas de la matriz U. 
Más aún que óstas se expresan por las filas do la matriz A; 
es suficiente con las filas, que no entran en la matriz UY, 
tomar los coeficientes nulos. 

El problema planteado para los sistemas homogénoos 
de ecuaciones lineales Jo resnolve el siguiente resultado: 

Teorema 6.10, Los sistemas homogéneos de ecuaciones 
lineales con las matrices A y B son equivalentes cuando y 
sólo cuando cada una de las filas de la matriz A se expresa 
linealmente a través de las filas de la matriz B, mientras 
que cada una de las filas de la matriz B se expresa lineal- 
mente por las filas de la matriz A. 

Demostración, Si los sistemas de ecuaciones lineales 
homogéneos con las matrices A y B son equivalentes, la 
expresividad recíproca de las filas de las matrices A y B 
se desprende del teorema 6.9. La afirmación inversa es 
el corolario del siguiente lema: 


Lema. Si las filas de la matriz ampliada B de cierto 


sistema de ecuaciones lineales (¡no obligatoriamente homo- 
géneo¡) se expresan linealmente a través de las filas de la 





matriz ampliada A de otro sistema, entonces cualquier 
solución del segundo sistema de ecuaciones lineales sirve 
como solución del primer sistema. 

Para la demostración supongamos que la fila q = 
= (0, «+ ., %,) es la solución del sistema de ecuaciones 


con la malriz ampliada A. Entonces 


Mp0 4 +. E Ainln = Cp, 
donde (41, > + -, Gina 04) os la d-ésima fila de la matriz A. 
Si 

dratr ++. + unta = de 


es cierta ecuación del primer sistema, entonces, según la 
condición, con los cooficientes convenientes Ay, . - «+ Am, 


donde »m es ol número de filas de la matriz Á, lenemos 
(Durs « «+ Unno da) = 
= 2 lis ++ «y Giny 01) H «+ 
+ Mm (Omar + + +» Cmnr Cmm)e 
De aquí 
Dye data + + + Dima Ds 
A Ph + do = Dry 





Dltin Dalton a a 
Mcy 4 hata + ++ Shi = 4, 
y, por corsiguiente, 
Dri, + Dg + + ++ + Un = 
O14 + halos + + ++ + dama) 04 + 
+ (2/09 + digllgo E + + + e Am) La E 


| (Dyflyn + hgllgn E + + + $ Amilo) Cen = 
2 (0419 4 Uy90ty 4 + + > + nO) 
A 
Fdo (a+ nato Y ¿+ Gpnttn) = 
=dly Phela+ +. «E dmtm= Uno 
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Así, pues, la Sila a sirve de solución del sistema de ecua- 


ciones Jineales con la matriz ampliada B. 
Teorema 6.11. Si cada solución del sistema de ecuaclo- 
nes lineales con la matriz ampliada A sirve de solución del 


sistema de ecuaciones lineales con la matriz ampliada KB, 
entonces cada fila de la matriz B se expresa linealmente a 


través de las filas de la matriz A. 

Demostración. Establezcamos previamente el signion- 
te hocho: 

Lema. Si el sistema homogéneo de ecuaciones lineales 
posee la solución 0% = (0% - » «+ %n). donde 2 3 0, entonces 
se hallará tal sistema fundamental de soluciones de este 
sistema de ecuaciones lineales que la última coordenada 
de cada una de estas soluciones será igual a —1. 

Para la demostración tomemos el sistema fundamental 
arbitrario de soluciones del sistema homogéneo de ecua- 
ciones lincales, que se examina, y compongamos de las 
soluciones que entran en éste la matriz D, Si la última 
columna de esta matriz resulta nula, entonces. presto 
que cualquier solución es la combinación lincal de las 
filas de la matriz 0, sn última coordenada debo igualarse 
a cero, Esto, sin embargo, contradice la condición dol 
lema. AJ multiplicar las filas de la matriz Y por los 
convenientes múmoros diferentes dle voro, se puede obte- 
ner la matriz Y, cuya última columna contendrá sola- 
mente 0 y —1£. Con ello, según el teorema 3,5 las filas 
de la matriz Y son, como antes, las soluciones del sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales que se analiza, Del 
teorema 4.3 se deduce quo (el rango (D) = (ol rango W) y, 
en vigor del teorema 6,7, las filas de la matriz Y forman 
el sistema fundamental de soluciones de nuestro sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales. Ahora registromos un 
la mabriz Y cierta fila con la última coordenada, igual 
a —1, y la adicionemos a todas Jas filas de la matriz Y, 
la última coordenada de las cuales equivale a U. En vigor 
del teorema 3.5 la matriz obtenida de tal modo consta 
de las sojuciones del sistema homogéneo do ecuaciones 
lineales a examinar y, de acuerdo cun el Leorema 4.6, 
su rango es igual al rango de la matriz Y, Según el Loorema 
6.7 las filas de Ja matriz obtenida forman el sistema 
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fundamental de soluciones de nuestro sistema homogéneo 
de ecuaciones lineales, la última coordenada de cada 
una de las cuales equivale a —1, 

Al retornar a la demostración del Leorema, componga- 
mos los sistemas homogéneos de ecuaciones lineales con 


las matricos 4 y B. Sia = (%, ..., %n) es la solución 
del sistema de ecuaciones lineales con la matriz ampliada 





A, entonces (%, ..., , —1) es la solución del sistema 


homogéneo de ecuaciones lineales con la matriz 4. En 
vigor del lema se hallará tal sistema fundamental PF 
de soluciones de este sistema homogéneo de ecuaciones 
linenles, que la última coordenada de cada una de estas 
soluciones será igual a —1. Al eliminar las últimas coorde- 
nadas, obtenemos el sistema de soluciones del sistema de 


ecuaciones lincales cou la matriz ampliada A. Según lo 
enuuciado estas soluciones son las del sistema de ecua- 


ciones lineales con la matriz ampliada 23. Por consiguien- 
te, cada solución del sistema F es la solu 





n del sistema 


homogéneo de ecuaciones lineales con la matriz B. Del 
icurema 3.5 y de la definición del sistema Iundamental 
de soluciones se despronde que cada solución del sistema 


homogéneo de ecuaciones linealos con la matriz A os la 
solución del sistema hontogéneo de ecuaciones lineales 


con la matriz Á. En vigor del teorema 6.9 cada Tila de 
la mabriz /2 se expresa linealmente a través de las filas 


de la matriz 4, lo que se quería demostrar. 
La solución completa del problema a examinar ofrece: 


Teorema 6,12. Para la equivalencia de los sistemas de 
ecuaciones lineales con las matrices ampliadas A Y B es 
necesario y suficiente, que cada fila de la matriz Á se exprese 
linealmente a través de las filas de la matriz B. mientras 
que cada fila de la matriz B se exprese linealmente por las 
filas de la matriz A. 


Demostración. La suficiencia de las condiciones 
enunciadas se infiere del lema establecido durante la 
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demostración del teorema 6,10, mientras que lu necesi- 
dad. del teorema 6.14. 

Pura aplicar el teorema 6.42 a menudo es útil el 
siguiente resultado: 

Teorema 6.13. Supongamos que la malriz A está com- 
puesta de las filas 4,, . ..., ay, (el rango A) =r, las filas 
de la matriz 13 permiten la representación 

Dy dns daa + + «bro 

D¿= digit galgo 0 de Agr 
Danity hna ++ 
y el rango de la matriz 





b, m 


Dar Da + a 
A 
Mar Mar Amr 
es igual a r. En este caso las filas de la matriz A se expresan 


linealmente a través de las filas de la matriz B. 
Demostración. En vista de que el rango de la anabriz 


O 
Me haz e: Ama Ca 
Ary har 009 Amr Cr 
no puede superar ar, entonces del teorema 5,1 se desprende 
que con enalquier Cy, Cy, - - -, €, €l sistema de ecuacionos 
lineales 
A 


Digi dggita E e + E Áemaitin = Cs 

Dira + hera ari, 
tiene solución, En particular, si (0%. y %m) es la 
solución para el casocuando cy =l y ce=U si ij 
entonces 





bm 


ab, ayb +.. 
= 0% (30 e hago Artt) 
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+ ha ras + Pasa +... +Agrtr) + 


e (Pa «Eg yd . 
= (MO d+ gig d + + | Ama) 44 + 
+ Ong hast +»: Ena) a+ 


4 Ay + harto + + har) y — 
o vis mI La, + 04j41 + + «+ 08 =8 1 
lo que se debía demostrar, 
En calidad de ejemplo oxaminemos los sistemas 
EA 
ay — a + 4 <= 2 








F3za L y + 3er, = 40, 
La Br + «1 =06. 





Las filas de la matriz ampliada del segundo sistema so 
expresan Jincalmonte a Lravés de las filas de la matriz del 
primer sisloma, con la particularidad de que la matriz 
indicalla en el teorema 6.13 tiene el aspecto 








ll 


Puesto que ol rango de osta matriz us igual a 2, enlonces 
las lilas do la matriz ampliada del primer sistema Lam- 
bién se expresan linealmente a través de las filas de la 
matriz ampliada del segundo sistema. Por consiguiente, 
estos sistemas con equivalentes. 


EJERCICIOS 


L, Hullar el sistema fundamental de soluciones del sistema 
de ecuaciones lineales 


nd att oca 
Ba lr + my o — 3, 

tad 2ay 4 24 6 
5x1 + 4 + Bag + Br — 0 









2. ¡Serán Cundamentales los siguientes sistemas de soluciones 
del sistema de ecuaciones lineales «el ejercicio 1:01 (3, 2, —1, 
—1,1), (2,0, —2, —1, 41); b) (13, —2, —1, —L, 1, (L, —2, 4,0, 0), 
(2, 0, —2, —1, 130) ((1, —2, 4,0, 0), 0,0, —L, 1,0), (4, 0,0, 
Ps 2) d (1, má) 1, 0,0), (1, —2, 0,1, 0), (0, 0,1, —1, 0), 
( » a 








02 034-2— 
5037 — 
g8 0-8 6 43 
4-21 — —7 


forman el sistema fundamental de soluciones para el sistema de 
ecuaciones lineales 


2, — Bro + Bm +2 + m0 
5r, — 82) + 529 + 4x4 + Bro — 0, 
2 — 7a9 + 629 + 214 =0, 
40 — eye 29 + 214 + 325 = 0 


4, Mallar el sistema fundamental de soluciones dlel sistomo 
de ecuaciones lineales; 


Mba E Ain E ira — Os 
A O A AAA 


Mita E + ¿E bmn E Amiga = 0. 


Indicación: demostrar proviamentequo (01 rango | 


a al ) Di 
d 
= 2 cuando y sólo cuando ad — be 0 

5. Para cualquier sistema homogénco de ceunciones linenles 
con coeticientos enteres existe ol sistema fundamental de solucio- 
nes, como coordenadas de las filas del cual steven los números 
enteros, 

6. Halior el sistema dle ecuaciones lineales homogéneas, para 
el cual ol sisternia fandamental dle soluciones forman las Pilas” 
a) (1, 2, 4, 0,1) y (1,3.4, 1,2; br (2,1,0,0), (1, 0,4, 0) y 
(1, 0, 0, 1); €) (1, 2, 3, —1). 

7, Hallar el sistema de ecuaciones lineales dle cuatro incógni- 
tas, el rango de la matriz del cual es ignal a dos, mientras que las 
[ilus (1, 4. 1,4), (2, £, 1.0) y (£, 2,4, 0) sirven enmo sus soluciones 

8, ¿Son equivalentes los sistemas de ecuaciones lineales 


n+a+ ata=t 





n—mu ++ -% 
2x + Berg + 24 + A 
y 
2 — %o = m=2. 


Bo rat br A 
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9. Supongamos que ((1, 4,3, 1), (0,4,2,03y/1Q.4,0, 0, 
(1, 0, £, 1)) son Jos sistemas luadamentales de soluciones de Los 
sistemas homogéneos de ccuaciones lineales con las matri A 
y B, respectivamente. 1allar el sistema fundamental de soluciones 


A 
B 
10. Componer el sistema de ecuaciones lingales homogéneas, 
el conjunto de tudas las soluciones del enal coincide con el conjunto 


de enalesquier combinaciones lineales Xu + (07, donde % y Eson 
soluciones de ecuaciones lineales 


2d 24 Bay ora 7 











del sistema homagénoo dle ecuaciones lineales con la snotria | 

















La + 2 =0 

y 
2, + 72 +. =0 
ES + a +rs=0 





respectivamente. 

11, Sea 4* una matriz, como cuyas filas sirven las columnas 
de la matriz 4. Demostrar: 

a) si A os la matriz degenerada, entonces la matriz A* os 
también degenerada, Indicación: hacer uso del teorema 6,4 y del 
ejercicio 10 en el párrafo 4; 

b) (el rango A) == (el rango 4*). Indicación: hacer uso del 
punto a). 

12. Demostrar que el raugo de la matriz no cambia durante las 
transformaciones elementales de las columnas de los tipos T y IL. 
¿Se utiliza el rango de lu matriz con las transformaciones elemen- 
tales del FIL tipo; 








RESPUESTAS 
$4 
1.3) 7404 = 40, 
a+ 7h y — 4 = 20; 


b) nata + 
5r, + 10x7 + (5ry + 207, = 200; 


Jatrte+rm=4 OQ a +tr=4 








EH aq 4ha=it, 

nta xa =1, a+ =t 

n+rata=tk »n+a=% 
Zaha 





y +.=- 
0) 207, + 1274 + 10%, = 120, 
207, + 45%7 + 107, = 120, 
427, + 152, + 107, = 120; 








$2 
1. Por ejemplo, 7= (0, 4, 2, 0), D= (0, 





2 





2. (0, —3, 3,2, 2). 5.3 = (0, l, 2, —2), Y —25/3, 
10,3, 5/3), 6. a) (1,4, —7, 7). 
Ta pita 1.40 » 20 
000 —2 —20|)' 5 ' 5 100 
911104 9p. 1 0.0141 
01444 0 140.0 
00424" 0 v 4 4 0. 
00034 vo o .n24f” 


e) [| 20 42 040 12 
v—-12 45 0 0 


0 0.30 40 420 
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114 00 

04 0.0 

o. 0.0 

l) con » par E 35 

o 10 

vo dq 

0. v0 
140025900 8/ 
(ce E UA O no0.n 
0044 0 
von mp ll si rc Po. 
"n..0.0 1:10 
”.0.0.0 va dt 
ú UNA ds Dm 

Nata. Las respuestas en los ejercicios 7 a) f) pueden ser 


otras. Sin embargo, los lideres deben disponerse en las inismios 
columbas (véaso el ejercicio 13) 9. Por ejemplo, | mi 


vllr 
$3 
E: 4 dl : - 
E E 
= $ Ma + y Ta = 8, = 030) el sistema es incompatible; 
1 io 
dr = qe — Fig — dd a = (0) > = 1 (7 — 1802-24), 
1 
ta 7 q iD 9 9 8 2 o al de 








e 0; ly 2 — 1) Lg == ly — Zo, Ly 





To 





O, 2 =G (04 — 2o0); ) 21 = 39 — 504 2 


0; k) si n= 3k o bien n = 3k + 1, entonces 
n nula, si, por lo contrario, 4 = 3k + 2, en- 


4, si ¿=3m, 
1=4 —%n, sí 1=3m+1, 


Nota. Las respuestas para log ejercicios 1 a), b), Ud), e), hn, 
1), 3) y ko, cuando a = 3% + 2 permiten también otra anotación 

2. a) Uno de los lados es igual u 10.em, mientras gue la sima 
de las lados restantes, 30 m. Por ejemplo, 8 m, 15 m, 71m y 10m 
b) St 21 es el número de monedas de 5 kópeks de valor, zo, de 10 kó- 
peks de valor. xy. ale 15 leópcks de valor y 74, de 20 kópeks de valor, 





= 2ey + Bits a 
solamente la sol 
tonces 
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entonces 214 — ty +22 y 23 =20— 2ty —30, lUna de las 
soluciones es (7, 8, 3, 9. Gon el máximo Rúmero ile apuedas de 
20 kópeks de valor tenemos (12, 2, 0, 6) o sea (13, 0, 1. 8) y conel 
número máximo de monedas de 15 kópeks, (10, 0, 10, 0). e) 1 = 
== 48, dd) == x= 4/2 e) Sis, 
Za, xa y za son los números de horas He trabajo de las hormigoneras 
de rendimiento de cada una de 20, 12, 15 y 10 toneludas del hormi- 


gón por hora, respectivamente, entoncos - = 2 (12 — 21), 2 = 








== 





= 0005201 9 = q (12 24). Una dle los soluciones es 


(5/2, 25/6, 10/3, 2). Gon el máximo empleo de la cuarta hormigonera 
benemos (1/4, 5/12, 1/3, 11) y con el minimo, (11/4, 55/12, 14/3, 1). 
1) Si n es el número impar, todos los números son iguales u cero y, 
con a par, todos estos números son iguales por su valor «bsoluto, 

icularidad de que la mitad de estos números es mayor 








4 ta — a+ 
7. No; el número de soluciones es uno o in 





$4 


1.a)2;b)23c14;d)43e)3,1) n — Leon n par y ncon n impar 
2.0) 2% b) 30) 6; d) 5; 0) sia = .. = 6, entonces el rango es 
igual a cero para ay —by y Len el caso contra- 
rio; sin embargo, si existe a, 3% 41, cutonces el rango cs igual a 
1 para by =... = hy, y 2 uh el caso contrario. 








—t,= 











$5 


lle as, 
Lar Ego + ¡1 gp y cualquier k -- 4 dlo las restantes. Paro 
9 2 enel párrafo 3: a) 2, y 24, 0 bien e y ey, o bien ay 





el ojerci 
y b) las dos, no importa cuales; «) todas; d) todas; e) cuales- 








y ee » il 
quiera tros; f) si 1 es impar, entonces Lodas, sí 1 cs par. entonces 
cualqnicr 





4. Para los ejercicios 1 en el párrato 3: h) (1, 1,1, 4,0, 0), 
(—1, 0, 0, 0, 1, 0), (0, —1.0,0,0, 11 1) (0, 1,3, 0,0), ( 2, 
0 3 6 2, 1,0, (M,(-5,3,0,0, 1) k) sin 
3k | 1, entonces hay solamente una solución nula, si = 3 2, 
entonces (1, 1, 0, —t, 4, Do. 1,1, 0, 1.0) 

5. Si n es impar, entonces hay solamente una solución nula, 
Si n es par, entonces (1, —1, 1, —1. «41 —5 
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Nota. Las respuestas en los ejercicios 4 y $ pueden ser también 
OLAS, dee el número de filas, que entran en el sistema de solucio- 
nes hallado, debe coincidir con el número de filas indicadas en las 
respuestas ofrecidas. 

2) (2,0, 0, 0) + A(—1. —5, 4, 0) + p (9 —4, 0, 45 
bh) (1. —1, 0, +A (2, 3, 0, 0); c) el sistema es incompatible; 
 (l, 1,0, He 4 (3, 4, 0, 0/41 (1,0, 4, 0,0) (1, 1,1, —D+ 
+4 (—t, 0, —10. 12) 1 1 (3, 2, 0, 0). 

7. a) (10, 40, 10, 10) — E 0,1, 0) (0, —4, 1.0) 
D(7,8,3,D+4 Yo —2,1,0) + y (2, —3,0. 1); €) (0.0,0,12) Ep 
+A 5% —12) 

Nuta. Las respuestas en los ejercicios 6 y 7 pueden ser también 
otras, pero el número de filas, que entran eu la respuesta, debo 
ser lo mismo. 








56 
de FOR ejemplo, £(, —2, 1, 0,0), (f, —2, 0, 4, 0), (5, —6, 
1 


2.0) no; b) noz ed sí; d) no 

3. La cuarta fila juntamente con cualesquiera dos filas de las 
primeras tres 

A, Sí todos los cocficientes som iguales 1 cero, entonces 


Elo + + En), donde 2 = (0, .,., 0,1.0,.- + 0); si existen los 
E 


0,0 


i—A 
coeficientes no nulos, pero Ajajb, — Mayb; = 0 pura todos los 


Enf, dy que faje, — dibjenaar Ojts — Dejen + En — Ajenos 
en caso, cuando aj (, y Dd — Mide 0 Abrera = 
— di-abrés, dabntra — derbi a Madnén — Abe En +1) en ed 





ado A a O loco Ali ae 0758. Ajay — 
— 20,03% 0 para ciertos i, J, k, entonces (Ae, 0er 
uo Beja e har 08) Az Bejar E Aja 080 + + ++ Bn + A 085, 
donde mM = ayb; — ajbp. 
6. 1) 82, — 414 +09 + ta + 2 0, 
da + tg — 224 — 39 =0. 
Ty — Be + = 05 
b) 2, — 227 — 24 + 4 = 0; 
0) —5x, + 2 + 29 0, 
23 +2 + 57, =0, 
da + By = 0, 
Vitara =4 


Ey + da — gh a La 





Nota. Las respuestas en los ejercicios 4, 7, Y y 10 pueden ser 
también otras, pero el rango de los sistemas hallados debe coincidir 
con el rango de Jos sistemas aducidos 


SOLUCIONES 
$2 


7. f) Añadimos a la última fila de la matriz dada todas las 
filas pares anteriores y todas las filas impares anteriores multi- 
plicadas por —-1. En este caso para el número » par e impar obtono- 
mos las matrices escalonadas 








AAN ss 0 DO 14100 DN 
UtAO ss 000 D1-A4.0.,..,000 
0 Dd 000 00414 ., 4 AS 
90000 cd UL) 0000 110 
0/0.00 014 0000 044 
0000... 000 0000 0.02 





11. Para a =£ 0 el problema se resuelve mediante la obtención 


sucesiva de la siguiente cadena de matrices; 


ad l: 0 | a ao 

ls » l: »l. [Am sl 4 sl 
e —ab l; —ab 1 ñ 
1 0 h 1 v l li —ab 


12. Se debe señalar que cumpliendo wna transformación ele- 
mental cada fila de la matriz nueva es la combinación lineal de 
filas de la matriz dada, después de lo cual hacer uso del número 
requerido de veces del ejercicio 6 b). 


13. Sean dy, » dy Y €1, + « +, Esas filas no mulas de las matrices 
B y C, respectivamente. e dea que los líderes de estas filas 
se disponon en las columnas con los números ky,. - Kyp Y ly. .y Les 
dondek,<...< yl <...< l, Del teorema 2.4 se desprel 
de que tanto de £ a C, como de (a £ se puede pasar con ayuda de 
las transformaciones elementales, De acuerdo con el ejercicio 12 


cada un de las filas 5, es la combinación linea) de las filas ¿y, 

y “sy mientras que cada una de las filas 2,, la combinación 
de las filas by, . ., dp. Do aquí se ve que k, = L,. Si, luego, d, 
ea do 4 Esla Y Ca = aq le ads entonces El 
= 11, Y, como antes, cercioramos que k¿ = l¿ De modo análo- 


go, examinando las expresiones para by y cz cerciorómonos que hy = 
ly Sir< bs, entoaces, continuando este proceso lleguemos a 


la Monde AZ i< tr Para r<s de la igualdad 7, = 


= Eh ++ Eb, dleducimos que E =.. Ef =0 De 


aquí Ó 3% o7,, = Ú, lo que es imposible. El caso cuando s < 7 se 
examina de manera análoga. 
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$3 
1. k) La matriz del sistema tiene el aspecto 
14 000 .,.000.0 





vo altri... 0.000. 
E EN 
DADO rs ANSIA 


Sustraemos de la segunda fila la primera, desplacemos la seguuda 
fila al tercer lugar y la sustraemos de Ja cuarta fila, En oste caso 
se obtiene la matriz 

4 1 00. 0 00... 





Ahora sustraemos de la quinta fila la cuarta, desplacemos la 
quinta fila al sexto lugar y la sustraemos de la séptima fila. De 
resultas surge la matriz 


4 4 010 0 030 0 010 ,0. 
Va af14 0 0[0 0 0/0... 
00.40 6 0]0 0 0|0 ... 














tinuando este [ips cuando n= 3k, 3k + 2 0 sea 3k + 1, ros- 








pectivamente llegnomos a las matrices 
BoO|pO 2 0 
" 014.0 0 e M4 4 
0 04 4 PO a A 
O us OO 





o bien 





0 don 

0 vo0% 

0 Jl 

0-6 0J1 4 00 ... 0Ja On 

0 00 0J0. 4 1[4 .. 00.0" 
p=lo vo ojo o elo ... ajo 0.0 





vo ofjo o o0Jo ... 1j0 0.0 
4..f0.0.0 1400 


vooujo so (E IA 
9.04.00.0.0 004 


UN 
MM 
Doa 











En los primers dos casos después de las transformaciones elementa- 
los evidentes obtenemos 


B (2) 




















respectivamente. Ahora está claro, que en los primor y tercer casos 
el sistema posee solamente la solución nula, En el segundo caso 
obtenemos Zg = 0 Y Lypwa = —Zaju1 = Tp (señalemos que n= 
=H +2 , 

5. Si la fila 5, de la cual se trata, se representa en forma de 
D=Mb ++... + mbps donde Dj, .. ., Bn son las demás filas, 
entonces, al añadir a 2 la combinación lineal —Ajb, — . . - — dp» 
CE esta fila a la nula. Nos queda huver uso de los teoremús 

8. La matriz ampliada debe ser nula, La suficiencia dle esta 
condición es evidonte. Para demostrar la necesidad se debe hacer 
uso de que las filas Ú ye, =(0,...,0,1,0,,..,0)((=41,2... 





+.) n) son soluciones, 


%8 





$4 
2, e) De la matriz dada con ayuda de las transformaciones ele- 
mentales es fácil de pasar a la matriz 
ayHb, ayhdg os. ad 
AGA] MAA ce AÑ 
An— 4] dn—01 +... An=-0j 


Sid4=...= 4, entonces todas las filas, menos la primera, son 
nulas, y el rango es igual a 0 o sea a 4 en función de que si la primera 
Tila es nula o no. Si a¿ + a, para cierto ¿, entonces la ¿-ésima fila 
es diferente de la nula. Mediante las transformaciones elementales 
evidentes la matriz que se analiza ge convierte a 


tor abba... 01+Dn 
41 aja 
1] 


D " 





Al añadir a la primera fila la segunda multiplicada por — at e 

1 
con bi=.,.= b, obtenemos la matriz con la única fila En nula 
Y en el caso contrario, cambiando de lugares las primeras dos filas, 

llegamos a la matriz escalonada con dos filas no nulas. 

5. Si a cada Una de las filas de la matriz A añadir la fila co- 
rregpondiente de la matriz B, entonces se obtendrá la matriz € 
q coincide con la matriz, que se encuentra en el primer miembro 

le la DeRinlaad a demostrar, Por esta razón, tomando en consl- 
deración el teorema 4.6 y el ejercicio 3, obtenemos 


Moo El 











(el ranao Cd s| rango | 








$5 


3. Si la matriz ampliada del sistema de ecuaciones lineales 
resulta no degonerada, el rango de esta matriz es igual a n, mientras 
que el rango de la matriz del sistema no supera a n — í, lo que, 


20 


ti = = _ = PS 





en vigor del teorema 5.1 lleva a la incompatibilidad del sistema de 
ecuaciones lineales a examiuar. 

9. Si el rango de la matriz del sistema es equivalente y dismi- 
nuye al tachar la k-ésima columna, entonces hay que señalar que 
La A-ésima columna debe pasar por cualesquiera submatriz de orden 
r, Por esta razón, al reducir hi aspecto escalonado la matriz am- 
pliada de dicho sistema de ecuaciones lineales con la k-ésima co- 
Limas eliminada y aplicando las mismas transformaciones elemen- 
tales para toda la matriz, obtenemos que la r-ésima fila tiene ele- 
mentos no nulos solamente en la k-ésima columna y en lu de térmi- 
nos independientes. Después de esto está clara que xy se determina 
univocamente. Al contrario, si «<p se determina unívocamente, 
entonces esta incógnita no puede ser anunciada libre y, según el 
teorema de las incógnitas principales, la k-ésima columna pasa 
a través de cualquier submatriz no degeneradu, cuyo orden es 
igual al rango del sistema. 


$6 


4. Si ab — cd 5% 0, entonces para a£ 0 ael|¿ al os sufi 
ciente pasar a ls ll. al añadir a la segunda fila la pri- 


mera multiplicada por =£ + y señalar que d Ez 0. Sí por lo 
contrario a = 0, entonces e 4 O y se puede actuar de modo análogo. 
Al contrario, si el rango | E : | == 2, entonces a+ 0 o sen 
e 0. Cuando a 0, haciendo el mismo paso, como antes, obtene- 
mos d— La 0, de donde ad — bc=% 0, Para c 0 hay que 


actuar análogamente. 

. 5, Prestar atención a que para la solución del sistema de ecua- 
ciones lineales con los coeficientes enteros se puede hallar el sistema 
fundamental de soluciones con coordenadas racionales y, a conti- 
nuación, multiplicar las filas obtenidas por el producto de deno- 
minadores. 

7, Componer el sistema homogéneo de ecuaciones lineales con 
el sistema fundamental de soluciones £(1, 0, 0, —1), (0, 1, 0, —1)) 
y, al sustituir en éste la fila (1, 4, £, 1), obtener los términos inde» 
pendientes necesarios, 

9. Primer procedimiento, Indicar que el conjunto buscado de 
soluciones consta de las filas que satisfacen la correlación 
1(1,1,3, 1) +p(0, 4, 2, 0) = 

=8(2,1,0,0+71(,0, 4, 1). 
Al igualar las coordenadas obtenemos el sistema de ecuaciones linea- 
les con las incógnitas A, j1, E, q. Al resolverlo hallamos el conjunto 
buscado. 

Segundo procedimiento. Componer los sistemas homogéneos 
de ecuaciones lineales que tienen sistemas fundamentales dados 
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de soluciones y, luego, resolver el sistema que consta de todas las 
ecuaciones obtenidas 
16. Compouer la watriz de los sistemas fundamentales de 
ambos estos sistemas, determinar su rango (éste resulta igual a 3) 
y hallar el sistema homogéneo de ecuaciones lineales, para las 
emales las filas, que pasan por la submatriz no degenerada de orden 
, sirven como sistema fundamental de soluciones 
12. Puesto que n los transformaciones elementalos de las 
colnmnas de la matriz A corresponden las transformaciones ele- 
mentales de las filas de la matriz 4*, entonces es suficiente tomar 
en consideración el ejercicio 9 a) y el teorema 4.6, 
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